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1 质点运动学

1 质点运动学

1.1 运动的描述

1. 速度：
v = lim

∆t→0

∆r

∆t
=

dr
dt = ṙ (1.1)

2. 加速度：
a = lim

∆t→0

∆v

∆t
=

dv
dt = v̇ = r̈ (1.2)

1.2 速度和加速度的分量表示

1. 直角坐标系 (x, y, z)：
r = xex + yey + zez (1.3)

v = ẋex + ẏey + żej (1.4)

a = ẍex + ÿey + z̈ez (1.5)

2. 柱坐标系 (ρ, φ, z)：

ρ = ρeρ + zez (1.6)

v = ρ̇eρ + ρφ̇eφ + żez (1.7)

a = (ρ̈− ρφ̇2)eρ + (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)eφ + z̈ez (1.8)

3. 球坐标系 (r, θ, φ)：

r = rer (1.9)

v = ṙer + rθ̇eθ + r sin θφ̇eφ (1.10)

a = (r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)er+

(rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ)eθ+

(rφ̈ sin θ + 2ṙφ̇ sin θ + 2rφ̇θ̇ cos θ)eφ (1.11)

4. 曲线坐标系 (q1, q2, q3)：

v = e1h1q̇1 + e2h2q̇2 + e3h3q̇3 (1.12)

ai =
1

hi

[
d
dt

∂

∂q̇i

(
v2

2

)
− ∂

∂qi

(
v2

2

)]
(1.13)

5. 自然坐标系 (τ, n, b)：

v = veτ =
ds
dt eτ (1.14)

a =
dv
dt =

d2s

dt2 eτ + v
deτ

dθ
dθ
ds

ds
dt =

dv
dt eτ +

v2

ρ
en (1.15)

表 1: 常用曲率半径

曲线类型 曲率半径

r = (x, y(x), 0) ρ =
(1 + y′2)3/2

|y′′|

r = (x(t), y(t), 0) ρ =
(ẋ2 + ẏ2)

3/2

|ẋÿ − ẏẍ|

r = (x(t), y(t), z(t)) ρ = (ẍ2 + ÿ2 + z̈2)
−1/2
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2 质点动力学

2 质点动力学

2.1 Newton 运动定律

1. Newton 第一定律：物体保持匀速直线运动或静止状态，直到外力迫使它改变运动状态。

F = 0 ⇒ dv
dt = 0 (2.1)

2. Newton 第二定律：物体的加速度与作用力成正比，与质量成反比，与作用力的方向相同。

F =
dp
dt = m

dv
dt = ma (2.2)

3. Newton 第三定律：两物体间作用力和反作用力等大反向，作用在同一条直线上。

F 12 = −F 21 (2.3)

2.2 质点动力学方程

mr̈ = F (r, ṙ, t) (2.4)

1. 直角坐标系 (x, y, z)： 
mẍ = Fx(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t)

mÿ = Fy(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t)

mz̈ = Fz(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t)

(2.5)

2. 柱坐标系 (ρ, φ, z)： 
m(ρ̈− ρφ̇2) = Fρ(ρ, φ, z; ρ̇, φ̇, ż; t)

m

ρ

d
dt(ρφ̇) = Fθ(ρ, φ, z; ρ̇, φ̇, ż; t)

mz̈ = Fρ(ρ, φ, z; ρ̇, φ̇, ż; t)

(2.6)

3. 球坐标系 (r, θ, φ)： 

m(r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ) = Fr(r, θ, φ; ṙ, θ̇, φ̇; t)

m

r

[
d
dt(r

2θ̇2)− r2φ̇2 sin θ cos θ
]
= Fθ(r, θ, φ; ṙ, θ̇, φ̇; t)

m

r sin θ
d
dt(r

2φ̇ sin2 θ) = Fφ(r, θ, φ; ṙ, θ̇, φ̇; t)

(2.7)

4. 自然坐标系 (τ, n, b)： 
mv̇ = Fτ (τ, n, b; τ̇ , ṅ, ḃ; t)

m
v2

ρ
= Fn(τ, n, b; τ̇ , ṅ, ḃ; t)

0 = Fb(τ, n, b; τ̇ , ṅ, ḃ; t)

(2.8)
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2 质点动力学

2.3 质点的动量定理和动量守恒定律

1. 动量：
p = mv (2.9)

2. 动量定理：
dp
dt = F (2.10)

p2 − p1 =

ˆ t2

t1

Fdt (2.11)

3. 动量守恒定律：
F = 0 ⇒ p = Const (2.12)

2.4 质点的角动量定理和角动量守恒定律

1. 力矩：
M = r × F (2.13)

2. 角动量：
J = r × p (2.14)

3. 角动量定理：
dJ
dt = M (2.15)

J2 − J1 =

ˆ t2

t1

Mdt (2.16)

4. 角动量守恒定律：
M = 0 ⇒ J = Const (2.17)

2.5 质点的动能定理和机械能守恒定律

1. 功：
W =

ˆ r2

r1

F · dr =

ˆ r2

r1

F · vdt (2.18)

2. 功率：
P =

dW
dt = F · v (2.19)

3. 动能：
T =

1

2
mv2 (2.20)

4. 动能定理：
dW = F · dr = d

(
1

2
mv2

)
= dT (2.21)

W =

ˆ r2

r1

F · dr =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv2

1 (2.22)

5. 势能：
V = −

ˆ r

∞
F · dr (2.23)

6. 保守力： ˛
L

F · dr = 0 ⇔ ∇× F = 0 (2.24)

F = −∇V (2.25)

7. 机械能守恒定律：保守力
T + V = E (2.26)
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3 质点系动力学

3 质点系动力学

质心：

rc =

n∑
i=1

miri

n∑
i=1

mi

, vc =

n∑
i=1

mivi

n∑
i=1

mi

, ac =

n∑
i=1

miai

n∑
i=1

mi

, m =
n∑

i=1

mi (3.1)

3.1 质点系的动量定理和动量守恒定律

1. 质点系的动量：
p = pc + p′ = pc = mvc (3.2)

2. 质点系的动量定理：
dp
dt =

d
dt

n∑
i=1

mivi =
n∑

i=1

F
(e)
i (3.3)

3. 质点系的动量守恒定律：
n∑

i=1

F
(e)
i = 0 ⇒ p = pc = Const (3.4)

4. 质心运动定理：

mr̈c =
n∑

i=1

F i (3.5)

3.2 质点系的角动量定理和角动量守恒定律

1. 质点系的角动量：

J = Jc + J ′ = rc × pc +
n∑

i=1

r′
i × p′

i (3.6)

2. 质点系的角动量定理：

dJ
dt =

d
dt

n∑
i=1

ri ×mivi =
n∑

i=1

ri × F
(e)
i =

n∑
i=1

M
(e)
i (3.7)

3. 质点系的角动量守恒定律：
n∑

i=1

M
(e)
i = 0 ⇒ J = Const (3.8)

3.3 质点系的动能定理和机械能守恒定律

1. Koenig 定理：

T = Tc + T ′ =
1

2
mv2

c +
1

2

n∑
i=1

miṙ
2
i (3.9)

2. 质点系的动能定理：

dT = d
n∑

i=1

1

2
miv

2
i =

n∑
i=1

F
(e)
i · dri +

n∑
i=1

F
(i)
i · dri (3.10)

3. 质点系的机械能守恒定律：外力和内力是保守力

T + V (e) + U (i) = E (3.11)
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3 质点系动力学

3.4 两体问题

1. 折合质量：
µ =

m1m2

m1 +m2

(3.12)

2. 相对运动方程：
µr̈21 = F

(i)
21 +

1

m1 +m2

(
m1F

(e)
2 −m2F

(e)
1

)
(3.13)

3. 相对质心的位矢：
r′
1 = − m2

m1 +m2

r21, r′
2 =

m1

m1 +m2

r21 (3.14)

4. 相对质心的角动量：
J ′ = r′

1 ×miv
′
i + r′

2 ×m2v
′
2 = r21 × µv21 (3.15)

5. 相对质心的动能：
T ′ =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 =

1

2
µv2

21 (3.16)

3.5 质心系和实验室系

1. 质心速度：
(m1 +m2)vc = m1v1i (3.17)

2. 碰撞前速度：
v′
1i = v1i − vc =

m2

m1 +m2

v1i (3.18)

v′
2i = v2i − vc = − m1

m1 +m2

v1i (3.19)

3. 能量守恒：
1

2
m1v

′2
1i +

1

2
m2v

′2
2i =

1

2
m1v

′2
1f +

1

2
m2v

′2
2f (3.20)

4. 碰撞后速度：
v′1f =

m2

m1 +m2

v1i, vc =
m1

m1 +m2

v1i (3.21)

5. 散射角关系：
tan θL =

v′1 sin θc
v′1 cos θc + vc

=
sin θc

cos θc +m1/m2

(3.22)

3.6 Virial 定理

1. 构造下述物理量（假定有限）：

G =
n∑

i=1

ri · pi (3.23)

2. 取微商：
dG
dt =

n∑
i=1

ṙi · pi +
n∑

i=1

ṗi · ri = 2T +
n∑

i=1

F i · ri (3.24)

3. 取平均：

⟨2T ⟩+

〈
n∑

i=1

F i · ri

〉
=

1

τ

ˆ τ

0

dG
dt dt = 1

τ
[G(τ)−G(0)] = 0 (3.25)

4. Virial 定理：

⟨T ⟩ = −1

2

〈
n∑

i=1

F i · ri

〉
(3.26)
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4 有心力

4 有心力

4.1 运动方程

1. 运动方程：

m
(
r̈ − rθ̇2

)
= F (r) (4.1)

r2θ̇ = h (4.2)

2. 变量代换：
θ̇ = hu2 (4.3)

ṙ =
dr
dθ

dθ
dt =

d
dθ

(
1

u

)
θ̇ = − 1

u2
du
dθ θ̇ = −hdu

dθ (4.4)

r̈ =
dṙ
dt = −h d

dθ

(
du
dθ

)
θ̇ = −h2u2 d2u

dθ2 (4.5)

3. Binet 公式：
h2u2

(
d2u

dθ2 + u

)
= −F (r)

m
, u =

1

r
(4.6)

4. 在平方反比引力作用下：
F (r) = −αu2 (4.7)

d2u

dθ2 + u =
α

mh2
(4.8)

u =
α

mh2
+A cos (θ − θ0) (4.9)

r =

mh2

α

1 +
Amh2

α
cos (θ − θ0)

(4.10)

4.2 守恒量和有效势

1. 能量和角动量守恒：

E =
1

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+ V (r) =

1

2
mṙ2 +

J2

2mr2
+ V (r) (4.11)

J = mr2θ̇ = mh (4.12)

2. 有效势：
Veff(r) =

J2

2mr2
+ V (r) (4.13)

3. 在平方反比引力作用下：
V (r) = −α

r
(4.14)

ṙ = θ̇
dr
dθ =

J

mr2
dr
dθ (4.15)

dθ = Jdr

r2

√
2m

(
E − V (r) +

J2

2mr2

) (4.16)

r =
p

1 + e cos (θ − θ0)
, p =

J2

mα
, e =

√
1 +

2EJ2

mα2
(4.17)

4. Lagrange-Runge-Lenz 矢量：
R = p× J − mαr

r
(4.18)
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4 有心力

4.3 Kepler 定律

1. Kepler 第一定律：行星绕太阳作椭圆运动，太阳位于椭圆的一个焦点上。

r(θ) =
p

1 + e cos (θ − θ0)
(4.19)

2. Kepler 第二定律：行星和太阳之间的连线，在相等时间内所扫过的面积相等。
dA
dt =

1

2
rθ̇2 =

1

2
h (4.20)

3. Kepler 第三定律：行星公转周期的平方和轨道半长轴的立方成正比。
T 2

a3
=

4π2

G(Ms +M)
≈ 4π2

GMs

(4.21)

4. 第一宇宙速度：
mg = m

v21
R

(4.22)

v =
√
gR =

√
GM

R
= 7.9 km/s (4.23)

5. 第二宇宙速度：
1

2
mv22 −G

Mm

R
= 0 (4.24)

v2 =

√
2GM

R
=

√
2v1 = 11.2 km/s (4.25)

6. 第三宇宙速度：
1

2
mv23 =

1

2
mv32 +

1

2
mv2 (4.26)

1

2
mv′2 −G

Msm

d
= 0 (4.27)

v = v′ − ωd (4.28)

v3 = 16.7 km/s (4.29)

4.4 轨道闭合和稳定性问题

1. 轨道闭合条件：
∆θ = θ2 − θ0 = 2

ˆ rmax

rmin

Jdr

r2

√
2m

(
E − V (r) +

J2

2mr2

) =
m

n
2π (4.30)

2. Bertrand 定理：满足轨道闭合的势为以下之一：

V (r) = −α
r
, V (r) =

1

2
βr2 (4.31)

3. 圆轨道稳定的条件：
dVeff

dr = 0,
d2Veff

dr2 > 0 (4.32)

dV
dr =

J2

mr3
, 3

dV
dr + r

d2V

dr2 > 0 (4.33)

4.5 有心力场的散射

1. Coulomb 散射公式：
b(θ) =

|α|
mv2∞

cot θ
2

(4.34)

2. Rutherford 散射公式：

σc(θ) =
dσ
dΩ =

(
α

2mv2∞

)2
1

sin4 θ
2

(4.35)

9



5 刚体力学

5 刚体力学

5.1 刚体动力学方程

1. 质心运动定理：

mr̈c =
n∑

i=1

F
(e)
i (5.1)

2. 角动量定理：
dJ ′

dt =
n∑

i=1

r′
i × F

(e)
i =

n∑
i=1

M ′
i (5.2)

dJ
dt =

d
dt
(
Jc + J ′) = n∑

i=1

(rc + r′
i)× F

(e)
i =

n∑
i=1

M i (5.3)

3. 动能定理：

dT =
n∑

i=1

d (rc + r′
i) · F

(e)
i =

n∑
i=1

ri · F (e)
i (5.4)

4. 刚体平衡条件：
n∑

i=1

F
(e)
i = 0,

n∑
i=1

M i = 0 or
n∑

i=1

M ′
i = 0 (5.5)

5.2 Euler 角

1. Euler 角：

图 1: 刚体标架与 Euler 角

2. Euler 运动学方程：
ωx = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ωy = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ωz = φ̇ cos θ + ψ̇


ωX = ψ̇ sin θ sinφ+ θ̇ cosφ

ωY = −ψ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ

ωZ = ψ̇ cos θ + φ̇

(5.6)
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5 刚体力学

5.3 惯量张量与转动惯量

5.3.1 刚体的角动量

1. 刚体的惯量张量：

I =

ˆ
V

ρ(r)dV


y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 (5.7)

Iαβ =

ˆ
V

ρ(r)dV
(
r2δαβ − xαxβ

)
(5.8)

2. 刚体对 O 点的角动量：

J =

ˆ
V

ρ(r)dV (r × ṙ) =

ˆ
V

ρ(r)dV (r × (ω × r))

=

ˆ
V

ρ(r)dV
(
ωr2 − (ω · r)r

)
= Iω (5.9)

矩阵形式：

J =


Jx

Jy

Jz

 =


Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz



ωx

ωy

ωz

 (5.10)

Jα = Iαβωβ (5.11)

5.3.2 刚体的转动动能

1. 刚体的转动动能利用惯量张量写为：

T =
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV ṙ2 =
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV (ω × r) · ṙ =
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV (r × ṙ) · ω

=
1

2
ω · J =

1

2
ω · Iω =

1

2
ωTIω =

1

2
ωαIαβωβ (5.12)

矩阵形式：

T =
1

2

(
ωx ωy ωz

)
Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz



ωx

ωy

ωz

 (5.13)

2. 刚体的转动动能利用转动惯量写为：

T =
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV ṙ2 =
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV (ω × r)2

=
1

2

ˆ
V

ρ(r)dV (ωr sin θ)2 = 1

2

ˆ
V

ρ(r)dV ω2R2 =
1

2
Iω2 (5.14)

3. 转动惯量和惯量张量的关系：
I = nTIn (5.15)

矩阵形式：

I =
(

cosα cosβ cos γ
)

Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz




cosα
cosβ
cos γ

 (5.16)
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5 刚体力学

5.3.3 惯量椭球

1. 惯量椭球：
(1) 选取矢量：

ρ =
n√
I
=

(
cosα√
I
,
cosβ√
I
,
cos γ√
I

)
, I =

1

ρ2
(5.17)

(2) 式(5.15)可化为
ρTIρ = 1 (5.18)

(3) 展开得
Ixxx

2 + Iyyy
2 + Izzz

2 + 2Ixyxy + 2Ixzxz + 2Iyzyz = 1 (5.19)

2. 惯量主轴坐标系：惯量积 Ixy = Ixz = Iyz = 0

(1) 惯量椭球：
I1x

2 + I2y
2 + I3z

2 = 1 (5.20)

(2) 刚体的角动量：
J = I1ωxi+ I2ωyj + I3ωzk (5.21)

(3) 刚体的转动动能：
T =

1

2

(
I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z

)
(5.22)

3. 求解惯量主轴坐标系：通过坐标系旋转（正交变换）消除惯量积

ρ′ = Rρ ⇒ ρ = RTρ′ (5.23)

1 = ρTIρ = ρ′TRIRTρ′ = ρ′TI ′ρ′ (5.24)

5.4 刚体的平面平行运动

1. 刚体内一点的速度：
v = vA + ω × r′ (5.25)

2. 刚体内一点的加速度：
a = aA +

dω
dt × r′ − ω2r′ (5.26)

3. 瞬时转轴：
x =

vAy

ω
, y = −vAx

ω
(5.27)

4. 角动量定理：
dJ ′

z

dt = Izz
dω
dt = M ′

z (5.28)

dJ ′
z

dt =
d
dt
(
Jc + J ′

z

)
= M z (5.29)

5. 能量守恒：
1

2
mv2c +

1

2
Izzω

2 + V = E (5.30)
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5 刚体力学

5.5 刚体的定轴转动

1. 随动坐标系中的运动方程：

−mxcφ̇2 −mycφ̈ = NAx +NBx + Fx (5.31)

−mycφ̇2 +mxcφ̈ = NAy +NBy + Fy (5.32)

0 = NAz +NBz + Fz (5.33)

2. 角动量定理：

Ixzφ̈− Iyzφ̇
2 = −NBylB +NAylA +MFx (5.34)

Iyzφ̈+ Ixzφ̇
2 = NBxlB −NAxlA +MFx (5.35)

Izzφ̈ =MFz (5.36)

3. 能量：
T =

1

2
Izzφ̇

2, E =
1

2
Izzφ̇

2 + V (5.37)

4. 当 φ̇ = 0, φ̈ = 0 时，令 lA = 0，

MFx −NBylB = 0 (5.38)

MFy +NBxlB = 0 (5.39)

NAx +NBx + Fx = 0 (5.40)

NAy +NBy + Fy = 0 (5.41)

静反作用力：

N s
Bx = −MFy

lB
, N s

By =
MFx

lB
(5.42)

N s
Ax = −N s

Bx − Fx, N s
Ay = −N s

By − Fy (5.43)

5. 当 φ̇ ̸= 0 时，令 lA = 0，

Ixzφ̈− Iyzφ̇
2 = −NBylB +MFx (5.44)

Iyzφ̈+ Ixzφ̇
2 = NBxlB +MFx (5.45)

−mxcφ̇2 −mycφ̈ = NAx +NBx + Fx (5.46)

−mycφ̇2 +mxcφ̈ = NAy +NBy + Fy (5.47)

动反作用力：

Nd
Bx = −MFy

lB
+
Ixzφ̇

2 + Iyzφ̈

lB
, Nd

By =
MFx

lB
+
Iyzφ̇

2 − Ixzφ̈

lB
(5.48)

Nd
Ax = −Nd

Bx − Fx−mxcφ̇2 −mycφ̈, Nd
Ay = −Nd

By − Fy−mycφ̇2 +mxcφ̈ (5.49)

6. 无附加转动反作用力的充要条件：

Ixz = Iyz = 0, xc = yc = 0 (5.50)
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5 刚体力学

5.6 刚体的定点转动

1. Euler 动力学方程： 
I1ω̇x − (I2 − I3)ωyωz =Mx

I2ω̇y − (I3 − I1)ωzωx =My

I3ω̇z − (I1 − I2)ωxωy =Mz

(5.51)

2. 能量守恒：
1

2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z) + V = E (5.52)

5.6.1 Lagrange-Possion 情况：重陀螺的定点转动

1. 主转动惯量：
Ixx = Iyy = I1, Izz = I3 (5.53)

2. 三个守恒方程：
1

2
(I1ω

2
x + I1ω

2
y + I3ω

2
z) +mgl cos θ = E (5.54)

JZ = J · eZ = I1ωx sin θ sinψ + I1ωy sin θ cosψ + I3ωz cos θ = α (5.55)

Jz = I3ωz = β (5.56)

3. Euler 角：
φ̇ =

JZ − Jz cos θ
I1 sin2 θ

, ψ̇ =
Jz
I3

− JZ − Jz cos θ
I1 sin2 θ

cos θ (5.57)

1

2
I1θ̇ +

JZ − Jz cos θ
2I1 sin2 θ

+
J2
z

2I3
+mgl cos θ = E ⇒ θ̇ (5.58)

4. 高转速近似：ψ̇ ≫ φ̇

Jz = I3ωz = I3(φ̇ cos θ + ψ̇) ≈ I3ψ̇ (5.59)

JZ = I1φ̇ sin2 θ + Jz cos θ ≈ Jz cos θ (5.60)
dJ
dt = I3ψ̇

dk
dt = I3ψ̇ω

′ × k = I3ψ̇φ̇eZ × k = mgl(cosψi− sinψj) (5.61)

θ̇ = 0, φ̇ =
mgl

I3ψ̇
, ψ̇ =

Jz
I3

(5.62)

5.6.2 Euler-Pinsot 问题：自由刚体的定点转动

1. 主转动惯量：
Ixx = I1, Iyy = I2, Izz = I3 (5.63)

2. 两个守恒方程：
1

2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z) = E (5.64)

I21ω
2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z = J2 (5.65)

3. 用 ωz 表示 ωx 和 ωy：

ωx = ±

√
J2 − 2EI2 − I3(I3 − I2)ω2

z

I1(I1 − I2)
= f1(ωz) (5.66)

ωy = ±

√
J2 − 2EI1 − I3(I3 − I1)ω2

z

I2(I2 − I1)
= f2(ωz) (5.67)

4. 求解 ωz：
I3ω̇z − (I1 − I2)f1(ωz)f2(ωz) = 0 ⇒ ωz = ωz(t) (5.68)
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6 非惯性系力学

5.6.3 Euler-Pinsot 问题的特例

1. 主转动惯量：
Ixx = Iyy = I1, Izz = I3 (5.69)

2. 求解 ωx 和 ωy：

ω̇x = −I3 − I1
I1

ωzωy = −nωy (5.70)

ω̇y =
I3 − I1
I1

ωzωx = nωx (5.71)

ωx = ω0 cos (nt+ α), ωy = ω0 sin (nt+ α),
I3 − I1
I1

ωz (5.72)

3. 变化周期：
τ =

2π

|n|
=

2π

ωz

I1
|I3 − I1|

(5.73)

4. Euler 角：
θ̇ = 0, φ̇ =

ωz + n

cos θ , ψ̇ = −n (5.74)

5. ωX , ωY , ωZ：

ωX = −n sin θ sin
(
ωz + n

cos θ t+ φ0

)
(5.75)

ωY = n sin θ sin
(
ωz + n

cos θ t+ φ0

)
(5.76)

ωZ = −n cos θ + ωz + n

cos θ (5.77)

6 非惯性系力学

• 惯性系：Newton 运动定律成立的参考系。
• 非惯性系：相对于惯性系具有加速度 a0 的参考系。
• 力学相对性原理：不能借助任何力学实验来判断惯性参考系是静止还是作匀速直线运动。
• 惯性力：为了使 Newton 第二定律形式上在非惯性系中仍成立而定义的虚拟力。

6.1 非惯性系运动学

1. 平动参考系：
(1) 绝对速度 = 相对速度 + 牵连速度

v = v0 + v′ (6.1)

(2) 绝对加速度 = 相对加速度 + 牵连加速度

a = a0 + a′ (6.2)

2. 转动参考系：
(1) 绝对速度 = 相对速度 + 牵连速度

v = v0 + v′ + ω × r′ (6.3)

(2) 绝对加速度 = 相对加速度 + 牵连加速度 + Coriolis 加速度

a = a0 + a′ +
dω
dt × r′ + ω × (ω × r′) + 2ω × v′ (6.4)

当 ω 是常矢量时，
a = a′ − ω2R+ 2ω × v′ (6.5)
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6.2 非惯性系动力学

1. 平动参考系：
ma′ = F −ma0 (6.6)

2. 转动参考系：
ma′ = F −ma0 −m

dω
dt × r′ −mω × (ω × r′)− 2mω × v′ (6.7)

当 ω 是常矢量时，
ma′ = F −ma0 +mω2R− 2mω × v′ (6.8)

6.3 地球自转的影响

1. 动力学方程：
ma′ = F −mgk − 2mω × v′ (6.9)

2. 计算 ω × v′：

ω × v′ = (−ω cosλi+ ω sinλk)× (ẋi+ ẏj + żk)

= −ωẏ sinλi+ (ωẋ sinλ+ ωż cosλ)j − ωẏ cosλk (6.10)

3. 动力学分量方程： 
mẍ = Fx + 2mωẏ sinλ

mÿ = Fy − 2mω(ẋ sin θ + ż cosλ)

mz̈ = Fz −mg + 2mωẏ cosλ

(6.11)

4. 自由落体：
(1) 积分一次： 

ẋ = 2ωy sinλ

ẏ = −2ω[x sinλ+ (z − h) cosλ]

ż = −gt+ 2ωy cosλ

(6.12)

(2) 代回动力学分量方程，并忽略 ω2 项： 
ẍ = 0

ÿ = 2gtω cosλ

z̈ = −g

(6.13)

(3) 运动学分量方程： 
x = 0

y =
1

3
gt3ω cosλ

z = h− 1

2
gt2

(6.14)

(4) 运动轨道方程：

y2 = −8

9

ω2 cos2 λ
g

(z − h)3 (6.15)

(5) 落点偏东量：

y =
1

3

√
8h3

g
ω cosλ (6.16)
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9 LAGRANGE 方程

7 约束和广义坐标

1. 自由度 (p.d.f, physical degrees of freedom)：

s = 3N − k (7.1)

2. 几何约束，又称完整约束 (holonomic constraint)：

fi(r1, r2, . . . , rN ; t) = 0, i = 1, 2, . . . , k (7.2)

3. 运动约束，又称微分约束：有时经过积分后可变为几何约束，否则称为非完整约束

g(ξ1, ξ2, . . . , ξM ; ξ̇1, ξ̇2, . . . , ξ̇M ; t) = 0 (7.3)

4. 广义坐标：
ri = ri(q1, q2, . . . , qs, t), i = 1, 2, . . . , N (7.4)

8 虚功原理

1. 理想约束 (ideal constraint)：
n∑

i=1

F
(r)
i · δri = 0 (8.1)

2. 虚功原理：
n∑

i=1

F i · δri = 0 (8.2)

3. d’Alembert 原理：
n∑

i=1

(ṗi − F i) · δri = 0 (8.3)

9 Lagrange 方程

9.1 第二类 Lagrange 方程

1. 虚位移：

δri =
s∑

α=1

∂ri

∂qα
δqα (9.1)

2. 广义力：

Qα =
N∑
i=1

F i ·
∂ri

∂qα
(9.2)

3. 用广义坐标写出 d’Alembert 原理：
s∑

α=1

[
d
dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
−Qα

]
δqα = 0 (9.3)

4. 第二类 Lagrange 方程：
d
dt

(
∂T

∂q̇α

)
− ∂T

∂qα
= Qα, α = 1, . . . , s (9.4)
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9 LAGRANGE 方程

9.2 第一类 Lagrange 方程

1. 主动力是保守力：
F i = −∇Vi = −

(
∂V

∂xi
ex +

∂V

∂yi
ey +

∂V

∂zi
ez

)
(9.5)

2. 广义力：

Qα =
N∑
i=1

F i ·
∂ri

∂qα
= −

N∑
i=1

(
∂V

∂xi

∂xi
∂qα

+
∂V

∂yi

∂yi
∂qα

+
∂V

∂z1

∂zi
∂qα

)
= − ∂V

∂qα
(9.6)

3. Lagrange 量：

L = T − V =
N∑
i=1

1

2
miṙ

2
i − V (q1, . . . , qs) (9.7)

4. 第一类 Lagrange 方程：
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

= 0, α = 1, . . . , s (9.8)

9.3 广义势

1. 广义势：依赖广义速度
U(q1, . . . , qs; q̇1, . . . , q̇s; t) (9.9)

2. 广义力：
Qα = − ∂U

∂qα
+

d
dt

(
∂U

∂q̇α

)
(9.10)

3. Lagrange 方程：
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

= 0, L = T − U (9.11)

4. 正则动量 (canonical momentum)：
pα =

∂L
∂q̇α

, α = 1, . . . , s (9.12)

9.4 耗散系统

1. 广义力：Q′
α 是无法用广义势函数表示的部分

Qα = − ∂U

∂qα
+

d
dt

(
∂U

∂q̇α

)
+Q′

α (9.13)

2. Lagrange 方程：
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

= Q′
α, L = T − U (9.14)

3. 流体中粒子的运动：
(1) 耗散力：

F ′
(i),x = −k(i),xv(i),x, F ′

(i),y = −k(i),yv(i),y, F ′
(i),z = −k(i),zv(i),z (9.15)

(2) Rayleigh 耗散函数：

F =
1

2

N∑
i=1

(
k(i),xv

2
(i),x + k(i),yv

2
(i),y + k(i),zv

2
(i),z

)
(9.16)

(3) 广义耗散力：

Q′
α =

N∑
i=1

F ′
i ·
∂ri

∂qα
=

N∑
i=1

F ′
i ·
∂vi

∂q̇α
= − ∂F

∂q̇α
(9.17)

(4) Lagrange 方程：
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

+
∂F
∂q̇α

= 0, L = T − U (9.18)

18
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10 最小作用量原理

10.1 Euler 方程

1. 泛函：
J [α, y] =

ˆ x2

x1

f (y(α, x), y′(α, x);x) dx (10.1)

y(α, x) = y(0, x) + αη(x), η(x1) = η(x2) = 0 (10.2)

2. 变分记号：
δJ =

∂J

∂α
dα, δy =

∂y

∂α
dα, δy′ =

d
dxδy (10.3)

3. 变分原理：

δJ = δ

ˆ x2

x1

fdx =

ˆ x2

x1

(
∂f

∂y
δy +

∂f

∂y′
δy′
)

dx =

ˆ x2

x1

(
∂f

∂y
− d

dx
∂f

∂y′

)
δydx = 0 (10.4)

4. Euler 方程：
∂f

∂y
− d

dx
∂f

∂y′
= 0 (10.5)

5. Euler 方程第二形式：
∂f

∂y
− d

dx

(
f − y′

∂f

∂y′

)
= 0 (10.6)

6. 多函数的 Euler 方程：
∂f

∂yi
− d

dx
∂f

∂y′i
= 0 (10.7)

10.2 约束下的 Euler 方程

1. 代数约束下的 Euler 方程：
∂f

∂yi
− d

dx
∂f

∂y′i
+
∑
j

λj
∂gj
∂yi

= 0, gj(yi;x) = 0 (10.8)

2. 微分约束下的 Euler 方程：
∂f

∂yi
− d

dx
∂f

∂y′i
+
∑
j

λj
∂gj
∂yi

= 0,
∑
i

∂gi
∂yi

dyi = 0 (10.9)

3. 积分约束下的 Euler 方程：
∂f

∂yi
− d

dx
∂f

∂y′i
+
∑
j

λj

(
∂gj
∂yi

− d
dx

∂gj
∂y′i

)
= 0, K[y] =

ˆ x2

x1

g(yi, y
′
i;x)dx = ℓ (10.10)

10.3 最小作用量原理

1. 分析力学中的泛函：

S[q] =

ˆ t2

t1

L(q1, . . . , qs; q̇1, . . . , q̇s; t)dt (10.11)

2. 最小作用量原理或 Hamilton 原理：

δS[q] =

ˆ t2

t1

s∑
α=1

[
∂L
∂qα

− d
dt

(
∂L
∂q̇α

)]
δqαdt = 0 (10.12)

3. Euler-Lagrange 方程：
∂L
∂qα

− d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
= 0, α = 1, . . . , s (10.13)

4. Lagrange 量的规范变换：
L̃(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) + d

dtf(q, t) (10.14)
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11 对称性与守恒量

10.4 非完整约束下的最小作用量原理

1. 非完整约束方程：
s∑

α=1

Clαq̇α +Dl = 0, l = 1, . . . , p (10.15)

2. 非完整约束下的 Euler-Lagrange 方程：

d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

=

p∑
l=1

λlClα, α = 1, . . . , s (10.16)

3. 约束力：

Q′
α =

p∑
l=1

λlClα, α = 1, . . . , s (10.17)

4. 完整约束下求解约束力：

fl(q, t) = 0 ⇒ df
dt =

s∑
α=1

∂fl
∂qα

q̇α +
∂fl
∂t

= 0, l = 1, . . . , p (10.18)

Clα =
∂fl
∂qα

, Dl =
∂fl
∂t

(10.19)

5. 完整约束下引入 Lagrange 乘子坐标：

ξ1 = q1, . . . , ξs = qs, ξs+1 = λ1, . . . , ξs+p = λp (10.20)

L̃(ξ, ξ̇, t) = L(q, q̇, t) +
p∑

l=1

λlfl(q, t) (10.21)

d
dt

(
∂L̃
∂ξ̇α

)
− ∂L̃
∂ξα

= 0, α = 1, . . . , s+ p (10.22)

11 对称性与守恒量

11.1 守恒量与循环坐标

1. 守恒量或运动常数：
d
dtA(q, q̇; t) =

s∑
α=1

(
∂A

∂qα
q̇α +

∂A

∂q̇α
q̈α

)
+
∂A

∂t
= 0 (11.1)

2. 循环坐标或可遗坐标：Lagrange 量不依赖于坐标 qα

∂L
∂qα

= 0 (11.2)

3. 循环坐标的正则动量守恒：
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)
− ∂L
∂qα

= 0 ⇒ dpα
dt = 0 (11.3)

4. 能量函数或 Jacobi 积分：

h =
s∑

α=1

q̇α
∂L
∂q̇α

− L (11.4)

5. 能量函数等于总能量的条件：Cartesian 坐标与广义坐标间的坐标变换不显含时间

T =M0 +
s∑

α=1

Mαq̇α +
s∑

α=1

s∑
β=1

Mαβ q̇αq̇β =
s∑

α=1

s∑
β=1

Mαβ q̇αq̇β (11.5)

h =
∑
α

∂T

∂q̇α
q̇α − L = 2T − L = T + V = E (11.6)
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11 对称性与守恒量

11.2 无穷小坐标变换与守恒定理

1. 动量守恒：空间平移对称性

δL =
N∑
i=1

∂L
∂ri

· δri =
N∑
i=1

∂L
∂ri

· (εen) =
N∑
i=1

dpi

dt · (εen) =
d
dt

(
en ·

N∑
i=1

pi

)
ε =

d
dt (en · P ) ε = 0 (11.7)

2. 角动量守恒：空间转动对称性

δL =
N∑
i=1

(
∂L
∂ri

· δri +
∂L
∂vi

· δvi

)
=

N∑
i=1

(
∂L
∂ri

· (δθen × ri) +
∂L
∂vi

· (δθen × vi)

)

= en ·
N∑
i=1

(
ri ×

∂L
∂ri

+ vi ×
∂L
∂vi

)
δθ = en ·

N∑
i=1

(ri × ṗi + ṙi × pi) δθ

=
d
dt

(
en ·

N∑
i=1

ri × pi

)
δθ =

d
dt (en · J) δθ = 0 (11.8)

3. 能量函数守恒：时间平移对称性

dh
dt =

s∑
α=1

[
q̈α
∂L
∂q̇α

+ q̇α
d
dt

(
∂L
∂q̇α

)]
−

[
s∑

α=1

(
∂L
∂qα

q̇α +
∂L
∂q̇α

q̈α

)
+
∂L
∂t

]
= −∂L

∂t
= 0 (11.9)

11.3 Noether 定理

1. 无穷小变换：
t′ = t+ δt = t+ εX(q, t) (11.10)

q′α(t
′) = qα(t) + δqα(t) = qα(t) + εΨα(q, t) (11.11)

2. 连续对称：

∆S =

ˆ t′2

t′1

L
(
q′,

dq′
dt′ , t

′
)

dt′ −
ˆ t2

t1

L
(
q,

dq
dt , t

)
dt = 0 (11.12)

3. Noether 条件：
s∑

α=1

[
Ψα

∂L
∂qα

+
(
Ψ̇α − q̇αẊ

) ∂L
∂q̇α

]
+ LẊ +

∂L
∂t
X = 0 (11.13)

4. Noether 定理：

C =
s∑

α=1

∂L
∂q̇α

(q̇αX − Ψα)−XL (11.14)

11.4 Noether 定理的推广

1. 连续对称的推广：

∆S =

ˆ t′2

t′1

L
(
q′,

dq′
dt′ , t

′
)

dt′ −
ˆ t2

t1

[
L
(
q,

dq
dt , t

)
+ ε

d
dtG(q, t)

]
dt = 0 (11.15)

2. Noether 条件的推广：
s∑

α=1

[
Ψα

∂L
∂qα

+
(
Ψ̇α − q̇αẊ

) ∂L
∂q̇α

]
+ LẊ +

∂L
∂t
X = Ġ (11.16)

3. Noether 定理的推广：

C̃ =
s∑

α=1

∂L
∂q̇α

(q̇αX − Ψα)−XL+G (11.17)
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12 小振动

12 小振动

12.1 简正模式

1. 动能是广义速度的二次型：

T =
1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

(
N∑
i=1

mi
∂ri

∂qα

∂ri

∂qβ

)
q̇αq̇β =

1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

Mαβ q̇αq̇β (12.1)

2. 势函数在平衡点处展开：

V (q1, . . . , qs) = V0 +
s∑

α=1

∂V

∂qα

∣∣∣∣
q=0

qα +
1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

(
∂2V

∂qα∂qβ

∣∣∣∣
q=0

)
qαqβ +O(q3) (12.2)

平衡点处第二项为 0，不妨令第一项 V0 = 0，则势函数变为

V =
1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

Kαβqαqβ (12.3)

3. 系统的 Lagrange 量：

L =
1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

Mαβ q̇αq̇β − 1

2

s∑
α=1

s∑
β=1

Kαβqαqβ =
1

2

(
q̇TMq̇ − qTKq

)
(12.4)

4. 小振动方程：
s∑

β=1

(Kαβqβ +Mαβ q̈β) = 0 (12.5)

5. 试探解：
q = De−iωt +D∗eiωt (12.6)

6. 代入小振动方程得到齐次线性方程组：
s∑

β=1

(
Kαβ − ω2Mαβ

)
Dβ = 0 ⇔

(
K − ω2M

)
D = 0 (12.7)

7. 久期方程：
|K − ω2M | = 0 (12.8)

8. 系统的简正模式：
qn = Dne−iωnt +D∗

neiωnt, n = 1, . . . , s (12.9)

9. 系统的通解：

q =
s∑

n=1

(
Cne−iϕnDne−iωnt + CneiϕnD∗

neiωnt
)

(12.10)

10. 系统的物理解：取实部

Re(q) =
s∑

n=1

CnDn cos (ωnt+ ϕn) (12.11)

12.2 简正坐标

1. 简正坐标：
q = Cη ⇒ η = C−1q = CTMq (12.12)

2. 系统的 Lagrange 量：

L =
1

2

(
q̇TMq̇ − qTKq

)
=

1

2

(
η̇TCTMCη̇ − ηTCTKCη

)
=

1

2

(
η̇T η̇ − ηTΛη

)
(12.13)
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13 Hamilton 正则方程

13.1 Hamilton 正则方程

1. Hamilton 量 (Hamiltonian)：

H(q, p, t) =
s∑

α=1

pαq̇α − L(q, q̇, t) (13.1)

2. Hamilton 量的全微分：

dH =
s∑

α=1

(
q̇αdpα − ∂L

∂qα
dqα
)
− ∂L
∂t

dt =
s∑

α=1

(
∂H
∂qα

dqα +
∂H
∂qα

dqα
)
+
∂H
∂t

dt (13.2)

3. Hamilton 正则方程：
q̇α =

∂H
∂pα

, ṗα = − ∂H
∂qα

(13.3)

4. Hamilton 量不含时意味着能量守恒：

H(q, p) =
s∑

α=1

pαq̇α − L(q, q̇) = E (13.4)

5. Liouville 定理：相空间中的任意区域在时间演化过程中体积保持不变。
(1) 广义坐标和正则动量的时间演化：

q̃α = qα + q̇αdt = qα +
∂H
∂pα

dt

p̃α = pα + q̇αdt = pα − ∂H
∂qα

dt
(13.5)

(2) 相空间体积元的时间演化：

dΩ̃ =
∏
α

dq̃αdp̃α = |J |
∏
α

dqαdpα = |J |dΩ (13.6)

(3) Jacobi 行列式：

|J | =

∣∣∣∣∣
∂q̃α
∂qβ

∂q̃α
∂pβ

∂p̃α

∂qβ

∂p̃α

∂pβ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣δαβ + ∂2H

∂qβ∂qα
dt ∂2H

∂pβ∂pα
dt

− ∂2H
∂qα∂pβ

dt δαβ − ∂2H
∂qα∂pβ

dt

∣∣∣∣∣ (13.7)

(4) Jacobi 行列式展开：

|J | = 1 + tr
(

∂2H
∂qβ∂qα

∂2H
∂pβ∂pα

− ∂2H
∂qα∂pβ

− ∂2H
∂qα∂pβ

)
dt+O(dt2) = 1 +O(dt2) (13.8)

13.2 Possion 括号

1. Possion 括号 (Possion bracket)：

{f, g} =
s∑

α=1

(
∂f

∂qα

∂g

∂pα
− ∂f

∂pα

∂g

∂qα

)
=

s∑
α=1

∂(f, g)

∂(qα, pα)
(13.9)

2. Hamilton 正则方程：
q̇α = {qα,H}, ṗα = {pα,H} (13.10)

3. 物理量的变化率：
df
dt =

s∑
α=1

(
∂f

∂qα
q̇α +

∂f

∂pα
ṗα

)
+
∂f

∂t
= {f,H}+ ∂f

∂t
(13.11)

4. 重要的 Possion 括号：
{qα, qβ} = 0, {pα, pβ} = 0, {qα, pβ} = δαβ (13.12)

{Lα, xβ} = εαβγxγ , {Lα, pβ} = εαβγpγ , {Lα, Lβ} = εαβγLγ (13.13)

{Lα,x
2} = 0, {Lα,p

2} = 0, {Lα,L
2} = 0 (13.14)
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14 正则变换

14.1 正则变换及其性质

1. 正则变换：相空间中的坐标变换 x(q, p) → X(Q,P ) 满足 Hamilton 方程形式不变：

Q̇α =
∂K
∂Pα

, Ṗα = − ∂K
∂Qα

(14.1)

2. 正则变换的性质：
(1) 新旧 Possion 括号等价：

{f, g}(Q,P ) = {f, g}(q,p) (14.2)

(2) Possion 括号结构不变：

{Qα, Qβ} = 0, {Pα, Pβ} = 0, {Qα, Pβ} = δαβ (14.3)

14.2 正则变换的矩阵形式

1. 标准辛矩阵：

Ω =

(
O Is×s

−Is×s O

)
= Is×s ⊗

(
0 1

−1 0

)
= Is×s ⊗ iσy (14.4)

2. Hamilton 正则方程的矩阵形式：
ẋ = Ω

∂H
∂x

(14.5)

3. 对坐标变换求导：
Ẋ = J ẋ = JΩ

∂H
∂x

= JΩJ T ∂H
∂X

(14.6)

4. 正则变换的 Jacobi 矩阵是辛矩阵：
JΩJ T = Ω (14.7)

14.3 正则变换的生成函数

1. 正则变换的充分条件：

dF =
s∑

α=1

(pαdqα − PαdQα) + (K −H)dt (14.8)

2. 第一类生成函数：

F1(q,Q, t), pα =
∂F1

∂qα
, Pα = − ∂F1

∂Qα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F1

∂t
(14.9)

3. 第二类生成函数：

F2(q, P, t) = F1 +
s∑

α=1

PαQα, pα =
∂F2

∂qα
, Qα =

∂F2

∂Pα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
(14.10)

4. 第三类生成函数：

F3(p,Q, t) = F1 −
s∑

α=1

qαpα, qα = −∂F3

∂pα
, Pα = − ∂F3

∂Qα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F3

∂t
(14.11)

5. 第四类生成函数：

F4(p, P, t) = F3 +
s∑

α=1

PαQα, qα = −∂F4

∂pα
, Qα =

∂F4

∂Pα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F4

∂t
(14.12)
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15 Hamilton-Jacobi 理论

15.1 Hamilton-Jacobi 方程

1. Hamilton 主函数：正则变换后的 Hamilton 量是 0，坐标是常数

Qα = βα, Pα = αα, S(q, t) = F2(q, t) (15.1)

2. Hamilton 主函数的正则变换：

pα =
∂S

∂qα
, βα =

∂S

∂αα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂S

∂t
= 0 (15.2)

3. Hamilton-Jacobi 方程：
∂S

∂t
+H

(
q,
∂S

∂q
, t

)
= 0 (15.3)

15.2 Hamilton 特征函数的 Hamilton-Jacobi 方程

1. Hamilton 特征函数 W (q)：Hamilton 量不含时

S(q, t) =W (q) + V (t) =W (q)− α1t (15.4)

2. Hamilton 特征函数的正则变换：

pα =
∂W

∂qα
, Qα =

∂W

∂αα

, K(Q,P, t) = H(q, p, t) = α1 (15.5)

3. Hamilton 特征函数的 Hamilton-Jacobi 方程：

H
(
q,
∂W

∂q

)
= α1 (15.6)

4. Hamilton 正则方程的解：

Pα = αα, Q1 = t+ β1 =
∂W

∂α1

, Qα = βα =
∂W

∂αα

(15.7)

15.3 浸渐不变量

1. 一维系统的作用量-角变量：
I =

1

2π

˛
pdq, θ̇ =

∂K
∂I

= ω (15.8)

2. 浸渐不变量：
I =

1

2π

˛
pdq (15.9)
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