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1 热力学的基本规律

1 热力学的基本规律

1.1 热力学第零定律

1. 平衡态：在没有外界影响的条件下，物体各部分的性质长时间内不发生任何变化的状态
2. 热力学第零定律：若两个热力学系统均与第三个系统处于热平衡状态，此两个系统也必处于热平衡

1.2 物态方程

1. 三个系数：
α =

1

V

(
∂V

∂T

)
p

, β =
1

p

(
∂p

∂T

)
V

, κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

(1.1)

关系：
α = κTβp (1.2)(

∂V

∂p

)
T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
p

= −1 (1.3)

2. 理想气体：
pV = nRT (1.4)

3. Van der Waals 气体： (
p+

an2

V 2

)
(V − nb) = nRT (1.5)

4. Onnes 方程：
pV = nRT

(
1 +A2p+A3p

2 + · · ·
)

(1.6)

pV = nRT
(
1 +B2V

−1 +B3V
−2 + · · ·

)
(1.7)

5. 流体与各向同性固体：
V = V0 (1 + α(T − T0)− κT (p− p0)) (1.8)

6. 顺磁固体：
M =

C

T
H (1.9)

1.3 热力学第一定律

1. 热力学第一定律：
dU = đQ+ đW (1.10)

2. 功：
đW =

∑
i

Yidyi (1.11)

(1) 流体体积变化：
đW = −pdV (1.12)

(2) 二维表面面积变化：
đW = σdS (1.13)

(3) 电介质极化：

đW = V E · dD = V d
(
1

2
ε0E

2

)
+ V E · dP (1.14)

(4) 磁介质磁化：

đW = V H · dB = V d
(
1

2
µ0H

2

)
+ µ0V H · dM (1.15)
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1 热力学的基本规律

3. 焓：
H = U + pV (1.16)

4. 热容：
C =

đQ
dT (1.17)

CV =

(
∂U

∂T

)
V

, Cp =

(
∂U

∂T

)
p

+ p

(
∂V

∂T

)
p

=

(
∂H

∂T

)
p

(1.18)

1.4 理想气体过程

1. 等容过程：

Q = ∆U =

ˆ T2

T1

CV dT (1.19)

CV =

(
∂U

∂T

)
V

=
i

2
nR (1.20)

β =
1

p

(
∂p

∂T

)
V

=
1

p

nR

V
=

1

T
(1.21)

2. 准静态的等压过程：

Q = ∆H =

ˆ T2

T1

CpdT (1.22)

Cp =

(
∂H

∂T

)
p

=
i+ 2

2
nR (1.23)

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

=
1

V

nR

T
=

1

T
(1.24)

3. 准静态的等温过程：

Q = −W =

ˆ V2

V1

pdV = nRT ln V1

V2

(1.25)

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

=
1

p
(1.26)

4. 准静态的绝热过程：

γ =
Cp

CV

= 1 +
nR

CV

=
i+ 2

i
, CV =

1

γ − 1
nR, Cp =

γ

γ − 1
nR (1.27)

pV γ = C, TV γ−1 = C ′, pγ−1T−γ = C ′′ (1.28)

W =

ˆ V2

V1

pdV =
1

γ − 1
(p2V2 − p1V1) (1.29)

αs = − 1

γ − 1

1

T
, βs =

γ

γ − 1

1

T
, κs =

1

γ

1

p
(1.30)

5. 准静态的多方过程：
pV n = C, TV n−1 = C ′, pn−1T−n = C ′′ (1.31)

Cn =

(
1

γ − 1
− 1

n− 1

)
nR (1.32)

6. 热机效率：
η =

W

Q1

=
Q1 −Q2

Q1

= 1− Q2

Q1

⩽ 1− TL

TH

(1.33)

7. 制冷系数：
ηc =

Q2

W
=

Q2

Q1 −Q2

⩽ TL

TH − TL

(1.34)

8. 制热系数：
ηh =

Q1

W
=

Q1

Q1 −Q2

⩽ TH

TH − TL

(1.35)
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1 热力学的基本规律

1.5 热力学第二定律

1. 热力学第二定律：
(1) Kelvin 表述：不可能从单一热源吸热使之完全变为有用功而不产生其他影响
(2) Clausius 表述：热量不可能自发地从低温物体传到高温物体而不产生其他影响

2. Carnot 定理：所有工作于两个一定温度之间的热机，可逆机的效率最大
3. Carnot 定理推论：所有工作于两个一定温度之间的可逆机效率相等
4. 熵：

dS =
đQ
T

(1.36)

5. Clausius 不等式： ˛ đQ
T

⩽ 0 (1.37)

6. 热力学第二定律的数学表述：

∆S ⩾
ˆ f

i

đQ
T

(1.38)

7. 熵增原理：系统的熵在绝热过程中永不减少
8. 最大功定理：可逆过程输出的功最大

1.6 热力学基本方程

1. 热力学基本方程：
dU = TdS − pdV (1.39)

2. Helmholtz 自由能：
F ≡ U − TS (1.40)

3. 等温过程 Helmholtz 自由能的性质：

∆F ⩽ W, W ′ ⩽ −∆F (1.41)

4. Gibbs 函数：
G ≡ F + pV = H − TS = U − TS + pV (1.42)

5. 等温等压过程 Gibbs 自由能的性质：

∆G ⩽ W1, W ′
1 ⩽ −∆G (1.43)
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2 均匀系的平衡性质

2 均匀系的平衡性质

2.1 Maxwell 关系

1. 特性函数：

dU(S, V ) = TdS − pdV (2.1)

dH(S, p) = TdS + V dp (2.2)

dF (T, V ) = −SdT − pdV (2.3)

dG(T, p) = −SdT + V dp (2.4)

2. Maxwell 关系： (
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

(2.5)(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

(
∂S

∂p

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
p

(2.6)

3. 热容关系：
CV =

(
∂U

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

, Cp =

(
∂H

∂T

)
p

= T

(
∂S

∂T

)
p

(2.7)

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

= V T
α2

κT

(2.8)

理想气体：
Cp − CV = nR (2.9)

4. 变化率关系： (
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p (2.10)(
∂H

∂p

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
p

(2.11)

2.2 热力学函数

1. 基本热力学函数：
(1) (T, V ) 为独立变量：

p = p(T, V ) (2.12)

U(T, V ) =

ˆ T

T0

CV dT +

ˆ V

V0

[
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

]
dV + U0 (2.13)

S(T, V ) =

ˆ T

T0

CV

T
dT +

ˆ V

V0

(
∂p

∂T

)
V

dV + S0 (2.14)

(2) (T, p) 为独立变量：
V = V (T, p) (2.15)

H(T, p) =

ˆ T

T0

CpdT +

ˆ p

p0

[
V − T

(
∂V

∂T

)
p

]
dp+H0 (2.16)

S(T, p) =

ˆ T

T0

Cp

T
dT −

ˆ p

p0

(
∂V

∂T

)
p

dp+ S0 (2.17)
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2 均匀系的平衡性质

2. 理想气体的热力学函数：
pv = RT (2.18)

u =

ˆ
cvdT + u0 (2.19)

h =

ˆ
cpdT + h0 (2.20)

s =

ˆ
cv
T

dT +R ln v + s0 =

ˆ
cp
T

dT −R ln p+ s′0 (2.21)

µ = RT (φ(T ) + ln p) , φ(T ) =
h0

RT
−
ˆ dT

RT 2

ˆ
cpdT − s′0

R
(2.22)

热容看作常数：
u = cvT + u0 (2.23)

h = cpT + h0 (2.24)

s = cv lnT +R ln v + s0 = cp lnT −R ln p+ s′0 (2.25)

µ = RT (φ(T ) + ln p) , φ(T ) =
h0

RT
− cp

R
lnT +

cp − s′0
R

(2.26)

3. Van der Waals 气体的热力学函数： (
p+

a

v2

)
(v − b) = RT (2.27)

u =

ˆ
cvdT − a

v
+ u0 (2.28)

s =

ˆ
cv
T

dT +R ln v − b+ s0 (2.29)

2.3 特性函数

1. 自由能是特性函数：
dF (T, V ) = −SdT − pdV (2.30)

S(T, V ) = −
(
∂F

∂T

)
V

(2.31)

p(T, V ) = −
(
∂F

∂V

)
T

(2.32)

U(T, V ) = F − T

(
∂F

∂T

)
V

= −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)
(2.33)

2. Gibbs 函数是特性函数：
dG(T, p) = −SdT + V dp (2.34)

S(T, p) = −
(
∂G

∂T

)
p

(2.35)

V (T, p) =

(
∂G

∂p

)
T

(2.36)

U(T, p) = G− T

(
∂G

∂T

)
p

− p

(
∂G

∂p

)
T

(2.37)

H(T, p) = G− T

(
∂G

∂T

)
p

= −T 2 ∂

∂T

(
G

T

)
(2.38)
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2 均匀系的平衡性质

2.4 气体的节流过程

1. 节流过程：
H1 = H2 (2.39)

2. Joule-Thomson 系数：
µ ≡

(
∂T

∂p

)
H

(2.40)

µ = −
(
∂T

∂H

)
p

(
∂H

∂p

)
T

= − 1

Cp

(
∂H

∂p

)
T

=
1

Cp

[
T

(
∂V

∂T

)
p

− V

]
=

V

Cp

(Tα− 1) (2.41)

2.5 平衡热辐射场的热力学理论

1. 辐射压强与内能密度的关系：
p =

1

3
u (2.42)

2. 热辐射的热力学函数：
u = T

1

3

du
dT − u

3
⇒ u(T ) = aT 4 (2.43)

p(T ) =
1

3
aT 4 (2.44)

U(T, V ) = aT 4V (2.45)

S(T, V ) =
4

3
aT 3V (2.46)

G(T, V ) = 0 (2.47)

3. 热辐射的热容：
CV = T

(
∂S

∂T

)
V

= 4aT 3V = 3S (2.48)

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

= ∞ (2.49)

4. 热辐射的可逆绝热过程方程：
V T 3 = C, pV 4/3 = C ′ (2.50)

5. 热辐射的辐射通量密度：
J =

1

4
cu =

1

4
caT 4 = σT 4 (2.51)

2.6 磁介质的热力学理论

1. 磁介质体积不变的热力学基本方程：

dG = −SdT − µ0mdH (2.52)(
∂S

∂H

)
T

= µ0

(
∂m

∂T

)
H

(2.53)

2. 磁介质的热容：
CH = T

(
∂S

∂T

)
H

(2.54)

3. 绝热去磁致冷：(
∂T

∂H

)
S

= −
(
∂T

∂S

)
H

(
∂S

∂H

)
T

= −µ0T

CH

(
∂M

∂T

)
H

=
µ0C

TCH
H > 0 (2.55)

4. 磁介质体积改变的热力学基本方程：

dG = −SdT + V dp− µ0mdH (2.56)(
∂V

∂H

)
T,p

= −µ0

(
∂m

∂p

)
T,H

(2.57)
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3 单元系的复相平衡

3 单元系的复相平衡

3.1 粒子数可变系统

1. 化学势：
µ ≡ u− Ts+ pv (3.1)

µ =

(
∂U

∂n

)
S,V

=

(
∂H

∂n

)
S,p

=

(
∂F

∂n

)
T,V

=

(
∂G

∂n

)
T,p

(3.2)

2. 粒子数可变的热力学基本方程：

dU(S, V, n) = TdS − pdV + µdn (3.3)

dH(S, p, n) = TdS + V dp+ µdn (3.4)

dF (T, V, n) = −SdT − pdV + µdn (3.5)

dG(T, p, n) = −SdT + V dp+ µdn (3.6)

3. Gibbs-Duhem 关系：
dµ = −sdT + vdp (3.7)

4. 巨势：
J = F − µν = U − TS − µn (3.8)

dJ = −SdT − pdV − ndµ (3.9)

3.2 热动平衡条件

1. 热动平衡判据：
S = Smax ⇐⇒ δS = 0, δ2S < 0, δU = 0, δV = 0, δn = 0 (3.10)

F = Fmin ⇐⇒ δF = 0, δ2F > 0, δT = 0, δV = 0, δn = 0 (3.11)

G = Gmin ⇐⇒ δG = 0, δ2G > 0, δT = 0, δp = 0, δn = 0 (3.12)

U = Umin ⇐⇒ δU = 0, δ2U > 0, δV = 0, δS = 0, δn = 0 (3.13)

2. 热动平衡条件：
Tα = T, pα = p, µα = µ (3.14)

3. 热动平衡稳定条件：
CV = T

(
∂S

∂T

)
V

> 0, κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

> 0 (3.15)

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

> 0, κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)
S

> 0 (3.16)

3.3 单元系的复相平衡

1. 二相平衡曲线：
µα(T, p) = µβ(T, p) (3.17)

2. 相变潜热：
Lβα = T (sβ − sα) = hβ − hα (3.18)

3. Clapeyron 方程：
dp
dT =

sβ − sα

vβ − vα
=

Lβα

T (vβ − vα)
(3.19)
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3 单元系的复相平衡

4. Kirchhoff 蒸汽压方程：
dp
dT =

L

T (v − v′)
≈ L

RT 2
p (3.20)

dL
dT = cp − c′p +

L

T
−
(
∂v

∂T
− ∂v′

∂T

)
L

v − v′
≈ cp − c′p (3.21)

ln p =

ˆ T

T0

dT
RT 2

ˆ T

T0

(cp − c′p)dT − L0

RT
+ C0 (3.22)

ln p = A− B

T
+ C lnT (3.23)

3.4 曲面分界平衡和液滴形成

1. 曲面分界平衡条件： 
δFα = −pαδV α + µαδnα

δF β = −pβδV β + µβδnβ

δF γ = σδA

(3.24)

δF = −
(
pα − pβ − 2σ

r

)
δV α + (µα − µβ)δnα = 0 (3.25)

pα = pβ +
2σ

r
, µα(pα, T ) = µβ(pβ, T ) (3.26)

2. 平面和曲面分界面的平衡条件：

µα(p, T ) = µβ(p, T ), µα

(
p′ +

2σ

r
, T

)
= µβ(p′, T ) (3.27)

3. 液滴化学势：按压强展开

µα

(
p′ +

2σ

r
, T

)
= µα(p, T ) +

(
p′ − p+

2σ

r

)
vα (3.28)

4. 蒸汽化学势：看作理想气体
µβ(p′, T ) = µβ(p, T ) +RT ln p′

p
(3.29)

5. 形成液滴需要的蒸汽压：
p′ − p ≪ 2σ

r
⇒ ln p′

p
=

2σvα

RTr
(3.30)

6. 临界半径：
rc =

2σvα

RT ln p′

p

(3.31)

3.5 相变分类

1. Van der Waals 气体的气-液相变：
(1) Maxwell 等面积法则
(2) 临界点： (

∂p

∂v

)
T

= 0,

(
∂2p

∂v2

)
T

= 0 (3.32)

vc = 3b, pc =
a

27b2
, Tc =

8a

27Rb
,

RTc

pcVmc

=
8

3
= 2.667 (3.33)

(3) Van der Waals 对比方程：(
p̃+

3

ṽ2

)
(3ṽ − 1) = 8T̃ , T̃ =

T

Tc

, p̃ =
p

pc
, ṽ =

v

vc
(3.34)
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3 单元系的复相平衡

2. 相变分类：
(1) 一级相变：相变点 µ 连续，µ 一级偏微商不连续(

∂µ

∂T

)
p

= −s,

(
∂µ

∂p

)
T

= v (3.35)

(2) 二级相变：相变点 µ 和 µ 一级偏微商连续，µ 二级偏微商不连续或发散(
∂2µ

∂T 2

)
= −cp

T
,

(
∂2µ

∂T 2

)
= −vκT ,

∂2µ

∂T∂p
= vα (3.36)

(3) n 级相变：相变点 µ 和 µ 直到 (n− 1) 级的偏微商连续，µ 的 n 级偏微商连续
3. 相变特点：

(1) 一级相变：相变点有两相共存和亚稳态，宏观状态发生突变
(2) 二级相变：相变点无两相共存和亚稳态，宏观状态不发生突变，对称性自发破缺

4. Ehrenfest 方程：
dp
dT =

cβp − cαp
Tv(αβ − αα)

=
αβ − αα

κβ
T − κα

T

(3.37)

3.6 临界现象和临界指数

1. 临界指数：
f(t) = Atλ(1 +Btλ + · · · ) t→0−−→ tλ, t =

T − Tc

Tc

(3.38)

2. 气-液相变的临界指数：

ρl − ρg ∼ (−t)β, t → 0−, p = pc (3.39)

|p− pc| ∼ |ρ− ρc|δ, t = 0, p → pc (3.40)

κT ∼ |t|−γ , t → 0, p = pc (3.41)

CV ∼ |t|−α, t → 0, p = pc (3.42)

3. 顺磁-铁磁相变的临界指数：

M ∼ (−t)β, t → 0−, H = 0 (3.43)

|H | ∼ |M |δ, t = 0, H → 0 (3.44)

χ0
m ∼ |t|−γ , t → 0, H = 0 (3.45)

C0
H ∼ |t|−α, t → 0, H = 0 (3.46)

4. 临界指数标度律：
α+ 2β + γ ≈ 2, β(δ − 1) ≈ γ (3.47)

3.7 Landau 连续相变理论

1. 序参量：高温无序相值为 0，低温有序相值不为 0
2. 对称性破缺：无序相空间各向同性，有序相对称性破缺
3. Landau 理论的临界指数：

(1) 临界指数 β = 1
2
：

F (T,M ) = a0(T ) + a2(T − Tc)M
2 + a4M

4, T → Tc, H = 0 (3.48)

(
∂F

∂M

)
T

= 0,

(
∂2F

∂M 2

)
T

> 0 ⇒ M =


0 T → T+

c

±
√

a2(Tc − T )

2a4
T → T−

c

(3.49)
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3 单元系的复相平衡

(2) 临界指数 δ = 3：

G(T,H ) = F (T,M )− µ0MH = a0(T )− µ0H M + a2(T − Tc)M
2 + a4M

4, H → 0 (3.50)(
∂G

∂M

)
T,H

= 0 ⇒ µ0H = 2a2(T − Tc)M + 4a4M
3 T=Tc−−−→ 4a4M

3 (3.51)

(3) 临界指数 γ = 1：

χ0
m =

(
∂M

∂H

)
T

=
µ0

2a2(T − Tc) + 12a4M 2
=


µ0

2a2
(T − Tc)

−1 T → T+
c

µ0

4a2
(Tc − T )−1 T → T−

c

, H = 0 (3.52)

(4) 临界指数 α = 0：

S = −
(
∂F

∂T

)
M

= S0(T )− a2M
2 =


S0(T ) T → T+

c

S0(T )−
a2
2a4

(Tc − T ) T → T−
c

(3.53)

CH = T

(
∂S

∂T

)
H

=


C0

M T → T+
c

C0
M +

a22
2a4

Tc T → T−
c

(3.54)

4. 普适性假设：空间维数 d 和序参量维数 n 决定临界现象和临界指数
5. Landau 理论是平均场理论，忽略了涨落，部分情况下失效
6. Ginzburg 判据：Landau 理论适用条件(

ξ

ξ0

)d−4

= |t|
4−d
2 >

Ad

2∆cvξd0
⇐⇒ t ≫ tG =

(
Ad

2∆cvξd0

) 2
4−d

(3.55)

(1) 当 d > 4 时，上式在临界点邻域恒成立，平均场理论适用
(2) 当 d < 4 时，只有 t 足够大，平均场理论才适用

12



4 多元系的复相平衡和化学平衡

4 多元系的复相平衡和化学平衡

4.1 多元均匀系的热力学函数和基本方程

1. 热力学基本函数用偏摩尔量表达：

V =
∑
i

nivi, U =
∑
i

niui, S =
∑
i

nisi (4.1)

vi =

(
∂V

∂ni

)
T,p,nj

, ui =

(
∂U

∂ni

)
T,p,nj

, si =

(
∂S

∂ni

)
T,p,nj

(4.2)

2. Gibbs 函数用偏摩尔量表达：

G =
∑
i

niµi, µi =

(
∂G

∂ni

)
T,p,nj

=

(
∂U

∂ni

)
S,V,nj

=

(
∂H

∂ni

)
S,p,nj

=

(
∂F

∂ni

)
T,V,nj

(4.3)

3. 多元均匀系的热力学基本方程：

dU(S, V, ni) = TdS − pdV +
∑
i

µidni (4.4)

dH(S, p, ni) = TdS + V dp+
∑
i

µidni (4.5)

dF (T, V, ni) = −SdT − pdV +
∑
i

µidni (4.6)

dG(T, p, ni) = −SdT + V dp+
∑
i

µidni (4.7)

4. Gibbs-Duhem 关系：
SdT − V dp+

∑
i

nidµi = 0 (4.8)

4.2 多元系的复相平衡

1. 多元系的复相平衡条件：
Tα = T β, pα = pβ, µα = µβ (4.9)

2. Gibbs 相律：
f = k + 2− σ (4.10)

4.3 多元系的化学平衡

1. 化学反应方程： ∑
i

νiAi = 0 (4.11)

2. Dalton 定律：
dni = νidn (4.12)

3. 反应热：
Qp = ∆H = dn

∑
i

νihi (4.13)

4. 多元系的化学平衡条件： ∑
i

νiµi = 0 (4.14)
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4.4 混合理想气体

1. 混合理想气体的热力学函数：
pV =

∑
i

niRT, p =
∑
i

pi (4.15)

G =
∑
i

niµi =
∑
i

niRT (φi(T ) + ln (xip)) (4.16)

S = −
(
∂G

∂T

)
T,ni

=
∑
i

ni

(ˆ
cpi

dT
T

−R ln (xip) + s0i

)
(4.17)

H = G− T

(
∂G

∂T

)
T,ni

=
∑
i

ni

(ˆ
cpidT + h0i

)
(4.18)

U = G− T

(
∂G

∂T

)
T,ni

− p

(
∂G

∂p

)
T,ni

=
∑
i

ni

(ˆ
cvidT + u0i

)
(4.19)

2. 质量作用定律： ∏
i

pνi

i = Kp(T ), lnKp(T ) = −
∑
i

νiφi(T ) (4.20)

∏
i

xνi

i = K(p, T ), K(p, T ) = p−νKp(T ) (4.21)

3. 化学反应正向进行的条件： ∑
i

νiµi < 0 ⇒
∏
i

pνi

i < Kp(T ) (4.22)

4.5 热力学第三定律

1. 热力学第三定律：不可能通过有限手段使物体达到绝对零度
2. Nernst 定理：系统的熵在等温过程中的改变随热力学温度趋近于 0

lim
T→0

(∆S)T = 0 (4.23)

3. Nernst 定理的推论：
(1) 系统的热容：

lim
T→0

Cy = 0, Cy = T

(
∂S

∂T

)
y

=

(
∂S

∂ lnT

)
y

(4.24)

(2) 膨胀系数和压强系数：
lim
T→0

α = 0, lim
T→0

β = 0 (4.25)

(3) 一级相变平衡曲线的斜率：

lim
T→0

dp
dT = lim

T→0

sβ − sα

vβ − vα
= 0 (4.26)

4. 绝对熵：

S(T, y) =

ˆ T

0

Cy

T
dT, S0 = 0 (4.27)

14



5 非平衡态热力学

5 非平衡态热力学

5.1 熵平衡方程

1. 局域平衡近似下的热力学第二定律：

dS = deS + diS, deS =
đQ
Te

, diS > 0 (5.1)

2. 熵平衡方程：
∂s

∂t
=

∂es

∂t
+

∂is

∂t
= −∇ · Js +Θ (5.2)

3. 输运过程的规律：
(1) 热传导的 Fourier 定律：

Jq = −κ∇T (5.3)

(2) 扩散的 Fick 定律：
Jn = Dn∇n (5.4)

(3) 电流的 Ohm 定律：
Je = −σ∇φ (5.5)

4. 线性唯象律：
Jk =

∑
l

LklXl (5.6)

5. Onsager 关系：
Lkl = Llk (5.7)

6. Casimir 条件：
Θ =

∑
k

JkXk =
∑
kl

LklXkXl ⩾ 0 (5.8)

7. 最小熵产生定理：非平衡定态熵产生率最小

5.2 热传导

1. 热传导：
(1) 能量守恒：

∂u

∂t
+∇ · Ju = 0, Ju = Jq (5.9)

(2) 熵平衡方程：
∂s

∂t
=

1

T

∂u

∂t
= − 1

T
∇ · Jq = −∇ · Jq

T
+ Jq · ∇

1

T
(5.10)

Js =
Jq

T
, Θ = Jq · ∇

1

T
= Jq ·Xq (5.11)

2. 热传导和输运过程：
(1) 能量守恒：

∂u

∂t
+∇ · Ju = 0, Ju = Jq + µJn (5.12)

(2) 熵平衡方程：
∂s

∂t
=

1

T

∂u

∂t
− µ

T

∂n

∂t
= −∇ ·

(
Jq

T

)
+ Jq · ∇

1

T
− Jn

T
· ∇µ (5.13)

Js =
Jq

T
, Θ = Jq · ∇

1

T
− Jn

T
· ∇µ = Jq ·Xq + Jn ·Xn (5.14)
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6 近独立子系的最概然分布

6.1 分布和微观态

1. 分布的约束条件： ∑
l

al = N,
∑
l

alεl = E (6.1)

2. 微观态数目：

ΩM.B.(al) =
N !∏
l

al!

∏
l

ωal

l , ΩB.E.(al) =
∏
l

(ωl + al − 1)!

al!(ωl − 1)!
, ΩF.D.(al) =

∏
l

ωl!

al!(ωl − al)!
(6.2)

非简并条件：
al
ωl

≪ 1 ⇒ ΩB.E. = ΩF.D. =
ΩM.B.

N !
(6.3)

3. 最概然分布法：
δ lnΩ(al) = 0, δN = 0, δE = 0 (6.4)

6.2 Boltzmann 分布

1. Maxwell-Boltzmann 分布：

lnΩM.B. = N(lnN − 1)−
∑
l

al(ln al − 1) +
∑
l

al lnωl = N lnN −
∑
l

al ln
(
al
ωl

)
(6.5)

δ lnΩM.B. − αδN − βδE = −
∑
l

(
ln al

ωl

+ α+ βεl

)
δal = 0 (6.6)

ãl = ωle−α−βεl (6.7)

2. MB 分布是尖锐成峰的极大：

lnΩM.B.(ãl + δal) = lnΩM.B.(ãl) +
1

2
δ2 lnΩM.B.(ãl) = lnΩM.B.(ãl)−

1

2

∑
l

(δal)
2

ãl
(6.8)

ΩM.B.(ãl + δal)

ΩM.B.(ãl)
= exp

[
−1

2

∑
l

(
δal
ãl

)2

ãl

]
(6.9)

3. MB 分布参数 α 和 β 的确定：∑
l

ωle−α−βεl = N,
∑
l

εlωle−α−βεl = E (6.10)

6.3 Bose 分布和 Fermi 分布

1. Bose-Einstein 分布：

lnΩB.E. ≈
∑
l

[(ωl + al) ln (ωl + al)− al ln al − ωl lnωl] (6.11)

δ lnΩB.E. − αδN − βδE =
∑
l

(
ln ωl + al

al
− α− βεl

)
δal = 0 (6.12)

ãl =
ωl

eα+βεl − 1
(6.13)

2. BE 分布参数 α 和 β 的确定：∑
l

ωl

eα+βεl − 1
= N,

∑
l

εlωl

eα+βεl − 1
= E (6.14)
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6 近独立子系的最概然分布

3. Fermi-Dirac 分布：
lnΩF.D. =

∑
l

[ωl lnωl − al ln al − (ωl − al) ln (ωl − al)] (6.15)

δ lnΩF.D. − αδN − βδE =
∑
l

(
ln ωl − al

al
− α− βεl

)
δal = 0 (6.16)

ãl =
ωl

eα+βεl + 1
(6.17)

4. FD 分布参数 α 和 β 的确定：∑
l

ωl

eα+βεl − 1
= N,

∑
l

εlωl

eα+βεl + 1
= E (6.18)

6.4 三种分布的关系

1. 三种分布：

ãl =
ωl

eα+βεl + η
, η =


+1 FD 分布

0 MB 分布

−1 BE 分布

(6.19)

2. 非简并条件：
eα ≫ 1 ⇒ al

ωl

≪ 1 (6.20)
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7 BOLTZMANN 统计

7 Boltzmann 统计

7.1 Boltzmann 统计的热力学函数

1. 子系配分函数：
Z1(β, yi) =

∑
l

ωle−βεl (7.1)

2. 粒子数：
N = e−α

∑
l

ωle−βεl = e−αZ1 (7.2)

3. 内能：

U = e−α
∑
l

εlωle−βεl =
N

Z1

(
− ∂

∂β

∑
l

ωle−βεl

)
= −N

∂

∂β
lnZ1 (7.3)

4. 广义力：

Yi =
∑
l

∂εl
∂yi

al =
N

Z1

(
− 1

β

∂

∂yi

∑
l

ωle−βεl

)
= −N

β

∂

∂yi
lnZ1 (7.4)

5. 功和热量：
đW =

∑
i

∑
l

∂εl
∂yi

aldyi =
∑
l

aldεl, đQ =
∑
l

εldal (7.5)

6. 参数 β：
1

T
(dU − đW ) = dS, β (dU − đW ) = Nd

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
⇒ β =

1

kT
(7.6)

7. 熵：
S = Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
(7.7)

S = k

(
N lnN +

∑
l

(α+ βεl)al

)
= k lnΩM.B. (7.8)

8. 自由能：
F = −N

∂

∂β
lnZ1 −NkT

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
= −NkT lnZ1 (7.9)

7.2 单原子理想气体

1. 子系配分函数：

Z1 =
1

h3

ˆ
d3r

ˆ
e−

β
2mp2

xdpx
ˆ

e−
β

2mp2
ydpy

ˆ
e−

β
2mp2

zdpz = V

(
2πm

h2β

) 3
2

(7.10)

2. 压强：
p =

N

β

∂

∂V
lnZ1 =

N

βV
=

N

V
kT (7.11)

3. 内能：
U = −N

∂

∂β
lnZ1 =

3

2

N

β
=

3

2
NkT (7.12)

4. 熵：不可分辨性导致 Gibbs 校正因子

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
− k lnN ! = Nk

(
ln V

N
− 3 lnλT +

5

2

)
, λT =

(
h2

2πmkT

) 1
2

(7.13)

5. 非简并条件：

eα =
Z1

N
=

V

N

(
2πmkT

h2

)3/2

=
1

nλ3
T

≫ 1 ⇒ nλ3
T ≪ 1 (7.14)
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7 BOLTZMANN 统计

7.3 Maxwell 速度分布

1. dpxdpydpz 内的分子数：

dN(px, py, pz) = e−α− 1
2mkT (p2

x+p2
y+p2

z)
V

h3
dpxdpydpz (7.15)

V

h3

ˆ
e−α− 1

2mkT (p2
x+p2

y+p2
z)dpxdpydpz = N ⇒ e−α =

N

V

(
h2

2πmkT

) 3
2

= nλ−3
T (7.16)

dN(px, py, pz) = N

(
1

2πmkT

) 3
2

e− 1
2mkT (p2

x+p2
y+p2

z)dpxdpydpz (7.17)

2. Maxwell 速度分布：
dN(vx, vy, vz) = N

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT (v2
x+v2

y+v2
z)dvxdvydvz (7.18)

dN(vx, vy, vz)

N
= f(vx, vy, vz)dvxdvydvz =

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT (v2
x+v2

y+v2
z)dvxdvydvz (7.19)

3. Maxwell 速率分布：
dN(v) = 4πv2N

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT v2dv (7.20)

dN(v)

N
= f(v)dv = 4πv2

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT v2dv = 4πv2f(vx, vy, vz)dv (7.21)

4. 三种速率：
(1) 平均速率：

⟨v⟩ =
ˆ +∞

0

vf(v)dv =

√
8kT

πm
=

√
8RT

πM
(7.22)

(2) 方均根速率：

vs =

(ˆ +∞

0

v2f(v)dv
) 1

2

=

√
3kT

m
=

√
3RT

M
(7.23)

(3) 最概然速率：

vp =

√
2kT

m
=

√
2RT

M
(7.24)

5. Maxwell 平动动能分布：

dN(ε) = 2πε
1
2N

(
1

πkT

) 3
2

e− ε
kT dε (7.25)

dN(ε)

N
= f(ε)dε = 2√

π

(
1

kT

) 3
2

ε
1
2 e− ε

kT dε (7.26)

6. 平动动能：
(1) 平均平动动能：

⟨ε⟩ =
ˆ +∞

0

εf(ε)dε = 3

2
kT (7.27)

(2) 方均根平动动能：

εs =

(ˆ +∞

0

(ε)2f(ε)dε
) 1

2

=

√
15

2
kT (7.28)

(3) 最概然平动动能：
εp =

1

2
kT (7.29)

7. 气体分子碰壁数：
Γ =

dN
dAdt =

1

4
n ⟨v⟩ (7.30)
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7 BOLTZMANN 统计

7.4 能均分定理

1. 能均分定理：系统微观能量表达式中每一独立平方项的平均值为 1

2
kT

ε = εk + εp =
1

2

n∑
i=1

aiξ
2
i + ε′(ξn+1, . . . , ξ2r) (7.31)

〈
1

2
aiξ

2
i

〉
=

1

N

ˆ
1

2
aiξ

2
i e−α−βε dω

hr
= 0− 1

2β

1

Z1

ˆ
e−βε dω

hr
=

1

2β
=

1

2
kT (7.32)

2. 分子能量：
(1) 单原子气体分子：

ε =
1

2m
(p2x + p2y + p2z), i = 3 (7.33)

(2) 双原子气体分子：

ε =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) +

1

2I

(
p2θ +

1

sin2 θ
p2φ

)
, i = 5 (7.34)

(3) 多原子气体分子：

ε =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) +

1

2IA
p2A +

1

2IB
p2B +

1

2IC
p2C , i = 6 (7.35)

(4) 一个自由度上的固体分子：
ελ =

1

2m
p2 +

1

2
mω2q2, i = 6 (7.36)

3. 热容：
⟨ε⟩ = i

2
kT, U = N ⟨ε⟩ = i

2
NkT (7.37)

CV =
i

2
Nk, Cp = CV +Nk =

i+ 2

2
Nk, γ =

i+ 2

i
(7.38)

7.5 理想气体的热容

1. 理想气体的热容：
ε = εt + εr + εv + εe, ω = ωtωrωvωe (7.39)

Z1 =
∑
trve

ωtωrωvωee−β(εt+εr+εv+εe) = Zt
1Z

r
1Z

v
1Z

e
1 (7.40)

U = −N
∂

∂β
lnZ1 = U t + U r + Uv + U e (7.41)

CV =
dU
dT = Ct

V + Cr
V + Cv

V + Ce
V (7.42)

2. 电子部分：
Ze

1 =
∑
l

ωe
l e−βεel ≈ ωe

0e−βεe0 (7.43)

U e = −N
∂

∂β
lnZe

1 = Nεe0 (7.44)

Ce
V = 0 (7.45)

3. 平动部分：

Zt
1 = V

(
2πm

h2β

) 3
2

(7.46)

U t = −N
∂

∂β
lnZt

1 =
3N

2β
=

3

2
NkT (7.47)

Ct
V =

3

2
Nk (7.48)
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7 BOLTZMANN 统计

4. 转动部分：

εrl =
h̄2

2I
l(l + 1), ωr

l = 2l + 1, kθr =
h̄2

2I
, xr =

θr
T

(7.49)

(1) 异核双原子：

Zr
1 =

+∞∑
l=0

(2l + 1)e−l(l+1)xr = 2e 1
4xr

+∞∑
l=0

(
l +

1

2

)
e−(l+ 1

2)
2
xr = e 1

4xr

(
1

xr

+
1

12

)
(7.50)

U r = −N
∂

∂β
lnZr

1 =

(
12

12 + xr

− 1

4
xr

)
NkT ≈

NkT xr → 0

− 1
4
Nkθr xr → +∞

(7.51)

Cr
V =

1
6
xr + 1(

1
12
xr + 1

)2Nk ≈

Nk xr → 0

24Nkx−1
r → 0 xr → +∞

(7.52)

(2) 同核双原子：以正氢和仲氢为例
Zr

1 =
3

4
Zr

1o +
1

4
Zr

1p (7.53)

Zr
1o =

+∞∑
l=1,3,5,...

(2l + 1)e−l(l+1)xr , Zr
1p =

+∞∑
l=0,2,4,...

(2l + 1)e−l(l+1)xr (7.54)

5. 振动部分：
εvl =

(
l +

1

2

)
h̄ω, ωv

l = 1, kθv = h̄ω, xv =
θv
T

(7.55)

Zv
1 =

+∞∑
l=0

e−(l+ 1
2)xv =

e− 1
2xv

1− e−xv
(7.56)

Uv = −N
∂

∂β
lnZv

1 =
1

2
Nkθv +

Nkθv
exv − 1

≈

NkT xv → 0

1
2
Nkθv xv → +∞

(7.57)

Cv
V = Nkx2

v

exv

(exv − 1)2
≈

Nk xv → 0

Nkx2
ve−xv → 0 xv → +∞

(7.58)

7.6 顺磁性固体

1. 子系配分函数：
Z1 = eβµBB + e−βµBB = 2 coshxB, xB =

µBB

kT
(7.59)

2. 磁矩：

m =
N

β

∂

∂B
lnZ1 = NµB tanhxB ≈


Nµ2

B

kT
B = χH xB → 0

NµB xB → +∞
(7.60)

3. 内能：
U = −N

∂

∂β
lnZ1 = −NµBB tanhxB = −mB (7.61)

4. 热容：

CH =

(
∂U

∂T

)
H

= Nk
x2
B

cosh2 xB

≈

Nkx2
B → 0 xB → 0

Nk(2xB)
2e−2xB → 0 x → +∞

(7.62)

5. 熵：

S = Nk

(
lnZ1 − β

∂

∂β
lnZ1

)
≈ Nk(ln 2 + ln coshxB − xB tanhxB) ≈

Nk ln 2 xB → 0

0 xB → +∞
(7.63)
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7.7 负温状态

1. 两能级粒子数：
N = N+ +N−, E = N+ε−N−ε (7.64)

N+ =
1

2

(
1 +

E

ε

)
, N− =

1

2

(
1− E

ε

)
(7.65)

2. 熵：

S = k ln N !

N+!N−!
= k(N lnN −N+ lnN+ −N− lnN−)

= Nk

[
ln 2− 1

2

(
1 +

E

Nε

)
ln
(
1 +

E

Nε

)
− 1

2

(
1− E

Nε

)
ln
(
1− E

Nε

)]
(7.66)

3. 温度：
1

T
=

(
∂S

∂U

)
N

=
k

2ε
ln Nε− E

Nε+ E
=

k

2ε
ln N−

N+

(7.67)

4. 系统达到负温状态的条件：
(1) 粒子能级有上限
(2) 负温系统达到平衡的弛豫时间远小于负温和正温系统达到平衡的弛豫时间
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8 BOSE 统计和 FERMI 统计

8 Bose 统计和 Fermi 统计

8.1 Bose 统计和 Fermi 统计的热力学函数

1. 巨配分函数：
Ξ(α, β, yi) =

∏
l

(
1± e−α−βεl

)±ωl (8.1)

2. 粒子数：
⟨N⟩ =

∑
l

ωl

eα+βεl ± 1
= − ∂

∂α
lnΞ (8.2)

3. 内能：
U =

∑ ωlεl
eα+βεl ± 1

= − ∂

∂β
lnΞ (8.3)

4. 广义力：
Yi =

∑
l

∂εl
∂yi

ωl

eα+βεl ± 1
= − 1

β

∂

∂yi
lnΞ (8.4)

5. 参数 α, β：

1

T
(dU − đW − µd ⟨N⟩) = dS, β

(
dU − đW +

α

β
d ⟨N⟩

)
= d

(
lnΞ − α

∂

∂α
lnΞ − β

∂

∂β
lnΞ

)
(8.5)

⇒ β =
1

kT
, α = − µ

kT
(8.6)

6. 熵：
S = k

(
lnΞ − α

∂

∂α
lnΞ − β

∂

∂β
lnΞ

)
= k(lnΞ + α ⟨N⟩+ βU) (8.7)

S = k lnΩ, Ω = ΩB.E. or ΩF.D. (8.8)

7. 巨热力势：
J = U − kT (lnΞ + α ⟨N⟩+ βU)− αkT ⟨N⟩ = −kT lnΞ (8.9)

8.2 弱简并理想气体

1. 巨配分函数：

lnΞ = −
ˆ dω

h3
ln
(
1− e−α−βε

)
= −2πV

h3

(
2m

β

) 3
2
ˆ +∞

0

ln
(
1− e−α−x

)
x

1
2 dx

= −2πV

h3

(
2m

β

) 3
2
ˆ +∞

0

(
−

+∞∑
λ=1

e−λ(α+x)

λ

)
x

1
2 dx =

V

h3

(
2πm

β

) 3
2

+∞∑
λ=1

e−λα

λ
5
2

=
V

λ3
T

g 5
2
(z) (8.10)

x = βε, z = e−α, λT =

(
h2

2πmkT

) 1
2

, gm(z) =
+∞∑
λ=1

zλ

λm
, z

dgm(z)

dz = gm−1(z) (8.11)

2. 粒子数：
N = − ∂

∂α
lnΞ =

V

λ3
T

g 3
2
(z) (8.12)

3. 压强：
p =

1

β

∂

∂V
lnΞ =

1

βλ3
T

g 5
2
(z) (8.13)

4. 内能：
U = − ∂

∂β
lnΞ =

3

2
kT

V

λ3
T

g 5
2
(z) (8.14)

5. 熵：
S = k(lnΞ + αN + βU) = k

V

λ3
T

(
5

2
g 5

2
(z) + αg 3

2
(z)

)
(8.15)
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8 BOSE 统计和 FERMI 统计

6. 弱简并条件：
g 5

2
(z)

g 3
2
(z)

≈ z + 2−
5
2 z2

z + 2−
3
2 z2

≈ 1− 2−
5
2 z (8.16)

7. 弱简并理想气体：

p = nkT
g 5

2
(z)

g 3
2
(z)

≈ nkT (1± 2−
5
2 z) (8.17)

U =
3

2
NkT

g 5
2
(z)

g 3
2
(z)

≈ 3

2
NkT (1± 2−

5
2 z) (8.18)

S = Nk

(
α+

5

2

g 5
2
(z)

g 3
2
(z)

)
≈ Nk

(
α+

5

2
± 5 · 2− 7

2 z

)
(8.19)

8.3 光子气体

1. 光子气体的 Bose 分布：
al =

ωl

eβεl − 1
, α = 0, µ = 0 (8.20)

2. 态密度：
D(ω)dω = 2

V

h3
4πp2dp =

V

π2c3
ω2dω (8.21)

3. 内能：
U(ω, T )dω = h̄ω

D(ω)dω
eβh̄ω − 1

=
V

π2c3
h̄ω3

e h̄ω
kT − 1

dω, x =
h̄ω

kT
(8.22)

U(ω, T )dω → V

π2c3
ω2kTdω, x → 0 (8.23)

U(ω, T )dω → V

π2c3
h̄ω3e− h̄ω

kT dω, x → +∞ (8.24)

U(T ) =
V

π2c3

ˆ +∞

0

h̄ω3

e h̄ω
kT − 1

dω =
V h̄

π2c3

(
kT

h̄

)4 ˆ +∞

0

x3

ex − 1
dx =

π2k4

15c3h̄3V T 4 (8.25)

4. Wein 位移定律：
∂

∂ω
U(ω, T ) = 0 ⇒ xm = 2.822 (8.26)

∂

∂λ
U(λ, T ) = 0 ⇒ λmT = b (8.27)

5. 巨配分函数：

lnΞ = −
ˆ +∞

0

D(ω)dω ln
(
1− e−α−βε

)
= − V

π2c3
1

(βh̄)3

ˆ +∞

0

x2 ln(1− e−x)dx

= − V

π2c3
1

(βh̄)3

(
0− 1

3

ˆ +∞

0

x3

ex − 1
dx
)

=
π2V

45c3
1

(βh̄)3
(8.28)

6. 压强：
p =

1

β

∂

∂V
lnΞ =

π2k4

45c3h̄3T
4 =

1

3
u (8.29)

7. 内能：
U = − ∂

∂β
lnΞ =

π2k4

15c3h̄3V T 4 (8.30)

8. 熵：
S = k(lnΞ + βU) =

4

45

π2k4

c3h̄3 V T 3 (8.31)
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8 BOSE 统计和 FERMI 统计

8.4 理想 Bose 气体的 Bose-Einstein 凝聚

1. 化学势：
al =

ωl

e
εl−µ

kT − 1
> 0 ⇒ µ(T, n) < ε0 = 0 (8.32)

n =
N

V
=

1

V

∑
l

ωl

e
εl−µ

kT − 1
→ 2π

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
1
2 dε

e ε−µ
kT − 1

(8.33)

2. 临界温度：

n =
N

V
=

2π

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
1
2 dε

e ε
kTc − 1

=
2π

h3
(2mkTc)

3
2

ˆ +∞

0

x
1
2
c dxc

exc − 1
, xc =

ε

kTc

(8.34)

Tc =
2π

2.612
3
2

h̄2

mk
n

2
3 (8.35)

3. 临界温度以下：n0(T ) 不能忽略

nε>0(T ) =
2π

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
1
2 dε

e ε
kT − 1

=
2π

h3
(2mkT )

3
2

ˆ +∞

0

x
1
2 dx

ex − 1
= n

(
T

Tc

)2

, x =
ε

kT
(8.36)

n = n0(T ) + nε>0(T ) = n0(T ) + n

(
T

Tc

)2

(8.37)

4. ε0 能级上的粒子数密度：

n0(T ) = n

[
1−

(
T

Tc

) 3
2

]
, T < Tc (8.38)

5. 内能：

U =
2πV

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
3
2 dε

e ε
kT − 1

=
2πV

h3
(2m)

3
2 (kT )

5
2

ˆ +∞

0

x
3
2 dx

ex − 1
= 0.770NkT

(
T

Tc

) 3
2

(8.39)

6. 热容：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

=
5

2

U

T
= 1.925Nk

(
T

Tc

) 3
2

(8.40)

8.5 强简并理想 Fermi 气体

1. 化学势：
al =

ωl

e
εl−µ

kT + 1
, f(εl) =

al
ωl

=
1

e
εl−µ

kT + 1
(8.41)

n =
N

V
=

1

V

∑
l

ωl

e
εl−µ

kT + 1
→ 4π

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
1
2 dε

e ε−µ
kT + 1

(8.42)

2. T = 0K 时的 Fermi 分布：

f(ε) =

1 ε < µ0

0 ε > µ0

(8.43)

n =
4π

h3
(2m)

3
2

ˆ µ0

0

ε
1
2 dε ⇒ µ0 =

h̄2

2m

(
3π2n

) 2
3 (8.44)

εF = µ0 =
h̄2

2m

(
3π2n

) 2
3 (8.45)

pF =
√
2mεF = h̄(3π3n)

1
3 (8.46)

TF =
εF
k

=
h̄2

2mk

(
3π2n

) 2
3 (8.47)
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8 BOSE 统计和 FERMI 统计

(1) 内能：
U0 =

4πV

h3
(2m)

3
2

ˆ µ0

0

ε
3
2 dε = 3

5
Nµ0 (8.48)

(2) 压强：
p0 =

2

3

U0

V
=

2

5
nµ0 (8.49)

(3) 熵：
S0 = 0 (8.50)

3. T > 0K 时的 Fermi 分布：

f(ε) ∼


> 1

2
ε < µ

= 1
2

ε = µ

< 1
2

ε > µ

(8.51)

(1) 粒子数：

N =
4πV

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
1
2 dε

e ε−µ
kT + 1

≈ 2

3

4πV

h3
(2m)

3
2µ

3
2

[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2
]

(8.52)

(2) 化学势：

µ ≈ µ0

[
1 +

π2

8

(
kT

µ0

)2
]− 2

3

≈ µ0

[
1− π2

12

(
kT

µ0

)2
]

(8.53)

(3) 内能：

U =
4πV

h3
(2m)

3
2

ˆ +∞

0

ε
3
2 dε

e ε−µ
kT + 1

≈ 3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kT

µ0

)2
]

(8.54)

(4) 热容：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= Nk
π2

2

kT

µ0

= γ0T (8.55)

(5) 压强：

p =
2

3

U

V
=

2

5
nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kT

µ0

)2
]

(8.56)

(6) 自由能：

F = G− pV = Nµ− 2

3
U ≈ 3

5
Nµ0

[
1− 5π2

12

(
kT

µ0

)2
]

(8.57)

(7) 熵：

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
π2

2
Nk

(
kT

µ0

)
(8.58)

4. 自由电子气体条件：
⟨εee⟩ ∼

e2

⟨δr⟩
∼ e2n

1
3 (8.59)

⟨εk⟩ ∼
3

5
εF ∼ h̄2

2m
(3π2n)

2
3 (8.60)

⟨εk⟩ ≫ ⟨εee⟩ ⇒ n ≫ 1

9π4

(
2me2

h̄2

)3

(8.61)
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9 系综理论

9.1 系综理论

1. 系综微观态的数密度： ˆ
ρ̃(q, p, t)dω = N (9.1)

2. 系综微观态的概率密度： ˆ
ρ(q, p, t)dω = 1, ρ(q, p, t) =

ρ̃(q, p, t)

N
(9.2)

3. 宏观量的系综平均：
⟨O⟩ =

ˆ
O(q, p, t)ρ(q, p, t)dω (9.3)

4. Liouville 定理：保守系
dρ
dt =

∂ρ

∂t
+
∑
i

∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi
ṗi =

∂ρ

∂t
+ {ρ,H} = 0 (9.4)

9.2 微正则系综

1. 微正则系综：孤立系处于平衡态
2. 概率密度：

ρ(q, p) =


1

Ω(E, V,N)
E ⩽ H(q, p) ⩽ E +∆E

0 others.

(9.5)

3. 微观态数：
Ω(E, V,N) =

1

N !hNr

ˆ
E⩽H⩽E+∆E

dω (9.6)

4. 单原子理想气体的热力学函数：
(1) 微观态数：

Ω(E, V,N) =
V N

N !h3N

ˆ
E⩽H⩽E+∆E

dp1 · · · dp3N (9.7)

Σ(E, V,N) =
V N

N !h3N

ˆ
H⩽E

dp1 · · · dp3N =
V N

N !h3N
(2mE)

3N
2

ˆ
∑

i x
2
i⩽1

dx1 · · · dx3N

=
V N

N !h3N
(2mE)

3N
2

π
3
2(

3N
2

)
!
=

V N

N !h3N
(
3N
2

)
!
(2πmE)

3N
2 (9.8)

Ω(E, V,N) = Σ(E +∆E, V,N)−Σ(E, V,N) ≈ ∂Σ

∂E
∆E =

3N

2

∆E

E
Σ(E, V,N) (9.9)

(2) 熵：

S(E, V,N) = k lnΩ(E, V,N) = Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3h2N

) 3
2

]
+

5

2
Nk + k

[
ln 3N

2
+ ln ∆E

E

]

≈ Nk ln
[
V

N

(
4πmE

3h2N

) 3
2

]
+

5

2
Nk = Nk

(
ln V

N
− 3 lnλT +

5

2

)
(9.10)

(3) 其他热力学函数： (
∂S

∂E

)
V,N

=
1

T
⇒ E =

3

2
NkT (9.11)(

∂S

∂V

)
E,N

=
p

T
⇒ pV = NkT (9.12)(

∂S

∂N

)
E,V

= −µ

T
⇒ µ = kT

(
ln N

V
+ 3 lnλT

)
(9.13)
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9.3 正则系综

1. 正则系综：系统与大热源接触达到平衡
2. 概率密度：

ρs(Es) =
Ωr(Etot − Es)

Ω(Etot)
(9.14)

lnΩr(Etot − Es) ≈ lnΩr(Etot)−
∂ lnΩr(Etot)

∂Etot

Es = lnΩr(Etot)− βEs (9.15)

ρs(Es) =
1

Ω(Etot)
eln Ωr(Etot−Es) ≈ Ωr(Etot)

Ω(Etot)
e−βEs =

1

Z
e−βEs (9.16)

3. 配分函数：
Z(β, yi) =

∑
s

e−βEs (9.17)

4. 能级简并的的正则分布：
ρl =

1

Z
ωle−βEl , Z =

∑
l

ωle−βEl (9.18)

ρ(q, p)dω =
1

N !hNr

e−βH(q,p)

Z
dω, Z =

1

N !hNr

ˆ
e−βH(q,p)dω (9.19)

5. 内能：

U =
∑
s

Esρs =
1

Z

∑
s

Ese−βEs =
1

Z

(
− ∂

∂β

∑
s

e−βEs

)
= − ∂

∂β
lnZ (9.20)

6. 广义力：

Yi =
∑
s

∂Es

∂yi
ρs =

1

Z

∑
s

∂Es

∂yi
e−βEs =

1

Z

(
− 1

β

∂

∂yi

∑
s

e−βEs

)
= − 1

β

∂

∂y
lnZ (9.21)

7. 参数 β：
1

T
(dU − đW ) = dS, β(dU − đW ) =

(
lnZ − β

∂

∂β
lnZ

)
⇒ β =

1

kT
(9.22)

8. 熵：
S = k

(
lnZ − β

∂

∂β
lnZ

)
= k (lnZ + βU) (9.23)

9. 自由能：
F = − ∂

∂β
lnZ − kT

(
lnZ − β

∂

∂β
lnZ

)
= −kT lnZ (9.24)

10. 能量涨落：

(∆E)2 = ⟨E2⟩ − ⟨E⟩2 = − ∂

∂β

∑
s Ese−βEs∑
s e−βEs

= −∂U

∂β
= kT 2 ∂U

∂T
= kT 2CV (9.25)

9.4 单原子理想气体

1. 配分函数：

Z =
1

N !h3N

ˆ
e−β

∑
i εidω =

1

N !

N∏
i=1

(
1

h3

ˆ
e−βεidωi

)
=

V N

N !

(
2πm

h2β

) 3N
2

=
V N

N !λ3N
T

(9.26)

2. 压强：
p =

1

β

∂

∂V
lnZ =

N

β

∂

∂V
lnZ1 =

N

V
kT (9.27)

3. 内能：
U = − ∂

∂β
lnZ = −N

∂

∂β
lnZ1 =

3

2
NkT (9.28)

4. 熵：
S = k

(
lnZ − β

∂

∂β
lnZ

)
= Nk

(
ln V

N
− 3 lnλT +

5

2

)
(9.29)
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9.5 实际气体的物态方程

1. 单原子实际气体的 Hamilton 量：

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+
∑
i<j

ϕij (9.30)

2. 刚球势：

ϕ(r) =

+∞ r < r0

−ϕ0

(r0
r

)6
r ⩾ r0

(9.31)

3. 配分函数：

Z =
1

N !h3N

ˆ
e−βHdω =

1

N !

(
2πm

h2β

) 3N
2

Q(β, V ) =
1

N !λ3N
T

Q(β, V ) (9.32)

4. 位形积分：

Q(β, V ) =

ˆ ∏
i<j

e−βϕijd3r1 · · · d3rN =

ˆ ∏
i<j

(1 + fij)d3r1 · · · d3rN

≈
ˆ (

1 +
∑
i<j

fij

)
d3r1 · · · d3rN = V N +

N(N − 1)

2

ˆ
f12d3r1 · · · d3rN

= V N +
N(N − 1)

2
V N−2

ˆ
f(r)d3rd3R ≈ V N

(
1 +

N2

2V

ˆ
f(r)d3r

)
(9.33)

lnQ = N lnV + ln
(
1 +

N2

2V

ˆ
f(r)d3r

)
≈ N lnV +

N2

2V

ˆ
f(r)d3r (9.34)

5. 压强：
p =

1

β

∂

∂V
lnQ =

NkT

V

(
1− N

2V

ˆ
f(r)d3r

)
(9.35)

6. 第二位力系数：

B2 = −N

2

ˆ
f(r)r2 sin θdrdθdφ = 2πN

(ˆ r0

0

r2dr −
ˆ +∞

r0

(e−ϕ(r)/kT − 1)r2dr
)

≈ 2πN

(
r30
3

−
ˆ +∞

r0

ϕ0

(r0
r

)6
r2dr

)
= 2πN

(
r30
3

− ϕ0
r30
3kT

)
= Nb− Na

kT
(9.36)

b =
2π

3
r30 = 4 · 4π

3

(r0
2

)3
, a =

2π

3
r30ϕ0 (9.37)

7. 物态方程：
p =

NkT

V

(
1 +

Nb

V

)
− N2a

V 2
≈ NkT

V
(
1− Nb

V

) − N2a

V 2
(9.38)(

p+
N2a

V 2

)
(V −Nb) = NkT (9.39)

9.6 固体热容

1. 微振动势能展开：

ϕ ≈ ϕ0 +
∑
i

(
∂ϕ

∂ξi

)
0

ξi +
1

2

∑
ij

(
∂2ϕ

∂ξi∂ξj

)
0

ξiξj = ϕ0 +
1

2

∑
ij

(
∂2ϕ

∂ξi∂ξj

)
0

ξiξj (9.40)

2. Hamilton 量正则变换：

H =
3N∑
i=1

p2ξi
2m

+
1

2

∑
ij

(
∂2ϕ

∂ξi∂ξj

)
0

ξiξj + ϕ0 →
1

2

3N∑
i=1

(p2i + ω2
i q

2
i ) + ϕ0 (9.41)
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3. 能量：

En =
3N∑
i=1

(
ni +

1

2

)
h̄ωi + ϕ0 (9.42)

4. 配分函数：

Z = e−βϕ0

∑
n

e−β
∑

i(ni+
1
2)h̄ωi = e−βϕ0

∏
i

∑
n

e−β(ni+
1
2)h̄ωi = e−βϕ0

∏
i

e− 1
2xi

1− e−xi
, xi = βh̄ωi (9.43)

5. 内能：

U = −∂ lnZ

∂β
= U0 +

3N∑
i=1

h̄ωi

exi − 1
, U0 = ϕ0 +

3N∑
i=1

h̄ωi

2
< 0 (9.44)

6. 热容：

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= k
3N∑
i=1

x2
i

exi

(exi − 1)
2

xi→0−−−→ k
3N∑
i=1

1 = 3Nk (9.45)

7. Einstein 近似：
ωi = ωE , kθE = h̄ωE , xE =

θE
T

(9.46)

CV = 3Nkx2
E

exE

(exE − 1)
2 ≈

3Nk xE → 0

3Nkx2
Ee−xE → 0 xE → +∞

(9.47)

8. Debye 近似：

D(ω)dω =
V

(2π)3
4πk2dk =

V

2π2

(
ω

cl

)2 dω
cl

+2
V

2π2

(
ω

ct

)2 dω
ct

= Bω2dω, B =
V

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
(9.48)

ˆ ωD

0

Bω2dω = 3N ⇒ ω3
D =

(
9N

B

)
, kθD = h̄ωD, xD =

θD
T

, D(xD) =
3

x2
D

ˆ xD

0

x3dx
ex − 1

(9.49)

U = U0 +B

ˆ ωD

0

h̄ω3

ex − 1
dω = U0 + 3NkTD(xD) ≈


U0 + 3NkT xD → 0

U0 + 3Nk
π4

5

T 4

θ3D
xD → +∞

(9.50)

CV =

(
∂U

∂T

)
V

≈


3Nk xD → 0

3Nk
4π4

5

(
T

θD

)3

xD → +∞
(9.51)

9.7 巨正则系综

1. 巨正则系综：系统与大热源和粒子源接触达到平衡
2. 概率密度：

ρs(Ns, Es) =
Ωr(Ntot −Ns, Etot − Es)

Ω(Etot, Ntot)
(9.52)

lnΩr(Ntot −Ns, Etot − Es) ≈ lnΩr(Ntot, Etot)−
∂ lnΩr(Ntot, Etot)

∂Ntot

Ns −
∂ lnΩr(Ntot, Etot)

∂Etot

Es

= lnΩr(Ntot, Etot)− αNs − βEs (9.53)

ρs(Ns, Es) =
1

Ω(Ntot, Etot)
eln Ωr(Ntot−Ns,Etot−Es) ≈ Ωr(Ntot, Etot)

Ω(Ntot, Etot)
e−αNs−βEs =

1

Ξ
e−αNs−βEs (9.54)

3. 巨配分函数：

Ξ(α, β, yi) =
+∞∑
N=0

∑
s

e−αN−βEs =
+∞∑
N=0

e−αNZ(β, yi) (9.55)
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4. 能级简并的巨正则分布：

ρNl =
1

Ξ
ωle−αN−βEl , Ξ =

+∞∑
N=0

∑
l

ωle−αN−βEl (9.56)

ρN (q, p)dω =
1

N !hNr

e−αN−βH(q,p)

Ξ
dω, Ξ =

+∞∑
N=0

e−αN

N !hNr

ˆ
e−βH(q,p)dω (9.57)

5. 粒子数：

⟨N⟩ =
∑
N

∑
s

NρNs =
1

Ξ

∑
N

∑
s

Ne−αN−βEs =
1

Ξ

(
− ∂

∂α

∑
N

∑
s

e−αN−βEs

)
= − ∂

∂α
lnΞ (9.58)

6. 内能：

U =
∑
N

∑
s

Esρs =
1

Ξ

∑
N

∑
s

Ese−αN−βEs =
1

Ξ

(
− ∂

∂β

∑
N

∑
s

e−αN−βEs

)
= − ∂

∂β
lnΞ (9.59)

7. 广义力：

Yi =
∑
N

∑
s

(
∂Es

∂yi

)
ρs =

1

Ξ

∑
N

∑
s

∂Es

∂yi
e−αN−βEs =

1

Ξ

(
− 1

β

∑
N

∑
s

e−αN−βEs

)
= − 1

β

∂

∂yi
lnΞ (9.60)

8. 参数 α, β：

1

T
(dU − đW − µd ⟨N⟩) = dS, β

(
dU − đW +

α

β
d ⟨N⟩

)
= d

(
lnΞ − α

∂

∂α
lnΞ − β

∂

∂β
lnΞ

)
(9.61)

⇒ β =
1

kT
, α = − µ

kT
(9.62)

9. 熵：
S = k

(
lnΞ − α

∂

∂α
lnΞ − β

∂

∂β
lnΞ

)
= k(lnΞ + α ⟨N⟩+ βU) (9.63)

10. 巨热力势：
J = U − kT (lnΞ + α ⟨N⟩+ βU)− αkT ⟨N⟩ = −kT lnΞ (9.64)

11. 粒子数涨落：

(∆N)2 = ⟨N2⟩ − ⟨N⟩2 = − ∂

∂α

∑
N

∑
s Ne−αN−βEs∑

N

∑
s e−αN−βEs

= −
(
∂ ⟨N⟩
∂α

)
T,V

= kT

(
∂ ⟨N⟩
∂µ

)
T,V

=
kT

V
⟨N⟩2 κT (9.65)

9.8 单原子理想气体

1. 巨配分函数：

Ξ =
+∞∑
N=0

e−αNZ =
+∞∑
N=0

e−αN

N !h3N

ˆ
e−β

∑
i εidω =

+∞∑
N=0

e−αNV N

N !λ3N
T

= exp
(

e−αV

λ3
T

)
(9.66)

2. 粒子数：
⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ = lnΞ =

e−αV

λ3
T

(9.67)

3. 压强：
p =

1

β

∂

∂V
lnΞ =

1

βV
lnΞ =

N

V
kT (9.68)

4. 内能：
U = − ∂

∂β
lnΞ =

3

2β
lnΞ =

3

2
NkT (9.69)

5. 熵：
S = k(lnΞ + α ⟨N⟩+ βU) = Nk

(
ln V

N
− 3 lnλT +

5

2

)
(9.70)
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9.9 固体表面吸附率

1. 巨配分函数：

Ξ =

N0∑
N=0

∑
s

e−αN−βENs =

N0∑
N=0

N0!

N !(N −N0)!
eβ(µ+ε0)N =

(
1 + eβ(µ+ε0)

)N0 (9.71)

2. 被吸附的粒子数：

⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ =

1

β

∂

∂µ
lnΞ = N0

eβ(µ+ε0)

1 + eβ(µ+ε0)
=

N0

1 + e−β(µ+ε0)
(9.72)

3. 化学势：
µ = −kTα = kT ln

(
⟨N⟩
V

λ3
T

)
= kT ln

(
nλ3

T

)
(9.73)

4. 吸附率：
θ =

⟨N⟩
N0

=
1

1 + e−β(µ+ε0)
=

1

1 + kT
p
λ3
T e− ε0

kT

(9.74)

9.10 近独立粒子的平均分布

1. Maxwell-Boltzmann 分布：

Ξ =
+∞∑
N=0

∑
s

e−αN−βEs =
+∞∑
N=0

1

N !

∑
{εi}

e−
∑N

i=1(α+βεi) =
+∞∑
N=0

1

N !

N∏
i=1

∑
εi

e−α−βεi

=
+∞∑
N=0

1

N !

(∑
εi

e−α−βεi

)N

= exp
(∑

εi

e−α−βεi

)
(9.75)

⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ =

∑
εi

e−α−βεi =
∑
l

ωle−α−βεl =
∑
l

⟨al⟩ (9.76)

⟨al⟩ = ωle−α−βεl (9.77)

2. Bose-Einstein 分布：

Ξ =
+∞∑
N=0

∑
s

e−αN−βEs =
+∞∑
N=0

∑
Es

e−
∑

s(α+βεs)as =
∑
{as}

∏
s

e−(α+βεs)as =
∏
s

+∞∑
as=0

e−(α+βεs)as

=
∏
s

(
1− e−(α+βεs)as

)−1
=
∏
l

(
1− e−α−βεl

)−ωl (9.78)

⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ =

∑
l

ωl

eα+βεl − 1
=
∑
l

⟨al⟩ (9.79)

⟨al⟩ =
ωl

eα+βεl − 1
(9.80)

3. Fermi-Dirac 分布：

Ξ =
+∞∑
N=0

∑
s

e−αN−βEs =
+∞∑
N=0

∑
Es

e−
∑

s(α+βεs)as =
∑
{as}

∏
s

e−(α+βεs)as =
∏
s

1∑
as=0

e−(α+βεs)as

=
∏
s

(
1 + e−α−βεs

)
=
∏
l

(
1 + e−α−βεl

)ωl (9.81)

⟨N⟩ = − ∂

∂α
lnΞ =

∑
l

ω

eα+βεl + 1
=
∑
l

⟨al⟩ (9.82)

⟨al⟩ =
ωl

eα+βεl + 1
(9.83)
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10 相变和临界现象的统计理论

10.1 远离临界点的平均场近似

1. Ising 模型的 Hamilton 量：
H = −J

∑
ij

′σiσj − µB
∑
i

σi (10.1)

2. 平均场近似：

H = −
∑
i

µσiBeff = −
∑
i

µσi

(
B +

J

µ

∑
j

′σj

)
→ −

∑
i

µσi

(
B +

J

µ
z ⟨σ⟩

)
(10.2)

3. 配分函数：

Z =
∑
{σi}

e−βH =
∏
i

∑
σi=±1

eβµσiBeff =

[
2 cosh

(
µB

kT
+

Jz

kT
⟨σ⟩
)]N

(10.3)

4. 总磁矩：
m =

1

β

∂

∂B
lnZ = Nµ tanh

(
µB

kT
+

Jz

kT
⟨σ⟩
)

= Nµ ⟨σ⟩ (10.4)

5. 自旋方向的自洽方程：
⟨σ⟩ = tanh

(
µB

kT
+

Jz

kT
⟨σ⟩
)

(10.5)

6. 无外磁场时：

⟨σ⟩ =

0 T > Tc

±⟨σ0⟩ T < Tc

, Tc =
Jz

k
(10.6)

10.2 临界点附近的重整化群

1. 一维 Ising 模型的 Hamilton 量：无外磁场

H = −J
∑
i

σiσi+1 (10.7)

2. 配分函数：

Z =
∑
{σi}

e−βH =
∑
{σi}

eK
∑

i σiσi+1 =
∑

σ1σ3···

∑
σ2σ4···

eKσ2(σ1+σ3)eKσ4(σ3+σ5) · · · , K = βJ (10.8)

3. 重整化群变换： ∑
σ2

eKσ2(σ1+σ3) = eK(σ1+σ3) + e−K(σ1+σ3) = eK′σ1σ3+g (10.9)

e2K + e−2K = eK′+g, 2 = eg−K′ (10.10)

K ′ =
1

2
ln cosh 2K < K, e2g = 4 cosh 2K (10.11)

4. 重整化群变换后的配分函数：

Z(N,K) = eN
2 g(K)

∑
σ1σ3···

eK′(σ1σ3+σ3σ5+··· ) = eN
2 g(K)Z

(
N

2
,K ′

)
(10.12)

5. 重整化群变换的不动点：临界点对应于重整化群的不稳定不动点

K∗ = R(K∗) ⇒ K∗ =
1

2
ln cosh 2K∗ ⇒ K∗ = +∞ ⇒ Tc = 0 (10.13)
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10.3 Ising 模型的严格解

1. 一维 Ising 模型的 Hamilton 量：

H = −J
∑
i

σiσi+1 − µB
∑
i

σi = −J
∑
i

σiσi+1 −
1

2
µB
∑
i

(σi + σi+1) (10.14)

2. 配分函数：

Z =
∑
{σi}

∏
i

eβJσiσi+1+
1
2βµB(σ1+σi+1) =

∑
{σi}

∏
i

⟨σi|P̂ |σi+1⟩ =
∑
σ1

⟨σ1|P̂N |σ1⟩ = tr(PN ) (10.15)

P =

(
eβ(J+µB) e−βJ

e−βJ eβ(J−µB)

)
(10.16)

λ± = eβJ
(

coshβµB ±
√

sinh2 βµB + e−4βJ

)
(10.17)

Z = λN
+ + λN

− = λN
+

[
1 +

(
λ−

λ+

)N
]

N→+∞−−−−−→ λN
+ (10.18)

3. 零场磁化强度：

M =
1

Nβ

∂

∂B
lnZ

∣∣∣∣
B=0

=
1

β

∂

∂B
lnλ+

∣∣∣∣
B=0

=
µ sinhβµB√

sinh2 βµB + e−4βJ

∣∣∣∣∣
B=0

= 0 (10.19)

⟨σ⟩ = 0，序参量始终为 0，不可能出现顺磁-铁磁相变
4. 零场磁化率：

χ0
m =

(
∂M

∂B

)
T

∣∣∣∣
B=0

=
µ
[
βµ coshβµB(sinh2 βµB + e−4βJ + 1

2
sinhβµB)

]
(sinh2 βµB + e−4βJ)

3
2

∣∣∣∣∣
B=0

= βµ2e2βJ (10.20)

10.4 涨落关联的作用

1. 平均场近似忽略了涨落关联的作用：

σi = ⟨σ⟩+ δi, ⟨σ⟩ = 0 (10.21)

σiσi+1 = ⟨σ⟩2 + (δi + δi+1) ⟨σ⟩+ δiδi+1 ≈ (σi + σi+1) ⟨σ⟩ − ⟨σ⟩2 (10.22)

g(i, j) = ⟨δiδj⟩ = ⟨(σi − ⟨σ⟩)(σj − ⟨σ⟩)⟩ = ⟨σiσj⟩ − ⟨σ⟩2 (10.23)

2. 一维 Ising 模型的 Hamilton 量：无外磁场

H = −
N∑
i=1

Jiσiσi+1 (10.24)
3. 配分函数：

Z =
∑
{σi}

eβ
∑N

i=1 Jiσiσi+1 = 2 coshβJN−1

∑
{σi}

eβ
∑N−1

i=1 Jiσiσi+1 = 2N
N−1∏
i=1

coshβJi (10.25)

4. 自旋关联函数：

g(i, j) = ⟨σiσj⟩ =
1

Z

∑
{σi}

(σiσi+1σi+1 · · ·σj−1σj−1σj)eβ
∑N

i=1 Jiσiσi+1

=
1

Z

∑
{σi}

∂

β∂Ji

· · · ∂

β∂Jj−1

eβ
∑N

i=1 Jiσiσi+1 =
1

Z

∂

β∂Ji

· · · ∂

β∂Jj−1

Z

=

j−1∏
k=i

tanhβJk = tanhj−i βJ = e−
j−i
ξ , ξ = − ln−1 tanhβJ (10.26)

5. 零场磁化率：

χ0
m =

(
∂M

∂B

)
T

= βµ2
∑
j

(⟨σiσj⟩ − ⟨σi⟩ ⟨σj⟩) = βµ2
∑
j

e−
j−i
ξ → βµ2

ˆ +∞

0

e− x
ξ dx = βµ2ξ (10.27)
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11 涨落理论

11.1 涨落的准热力学理论

1. 微正则系综的涨落：
⟨S⟩ = k lnΩm, S = k lnΩ ⇒ Ω = Ωm exp

(
∆S

k

)
(11.1)

2. 正则系综的涨落：
∆Es +∆Er = 0, ∆Vs +∆Vr = 0, ∆S = ∆Ss +∆Sr (11.2)

Ω = Ωm exp
(
∆S

k

)
= Ωm exp

(
T∆Ss +∆Er + p∆Vr

kT

)
= Ωm exp

(
−∆Es − T∆Ss + p∆Vs

kT

)
(11.3)

(1) 小涨落时：

∆E = E(S +∆S, V +∆V )− E(S, V )

≈ T∆S − p∆V +
1

2

[(
∂T

∂S
∆S +

∂T

∂V
∆V

)
∆S −

(
∂p

∂S
∆S +

∂p

∂V
∆V

)
∆V

]
= T∆S − p∆V +

1

2
(∆T∆S −∆p∆V ) (11.4)

Ω = Ωm exp
(
−∆T∆S −∆p∆V

2kT

)
(11.5)

(2) T − V 涨落：

∆S =
CV

T
∆T +

(
∂S

∂V

)
T

∆V, ∆p =

(
∂p

∂T

)
V

∆T − 1

V κT

∆V (11.6)

∆T∆S −∆p∆V =
CV

T
(∆T )2 +

1

V κT

(∆V )2 (11.7)

Ω(∆T,∆V ) = Ωm exp
(
− CV

2kT 2
(∆T )2 − 1

2kTV κT

(∆V )2
)

(11.8)

⟨(∆T )2⟩ =
´ +∞
−∞ (∆T )2 exp

(
− CV

2kT 2 (∆T )2
)
d(∆T )´ +∞

−∞ exp
(
− CV

2kT 2 (∆T )2
)
d(∆T )

=
kT 2

CV

⇒
√
⟨(∆T )2⟩
T

=

√
k

CV

∼ 1√
N

(11.9)

⟨(∆V )2⟩ =

´ +∞
−∞ (∆V )2 exp

(
− 1

2kTV κT
(∆V )2

)
d(∆V )

´ +∞
−∞ exp

(
− 1

2kTV κT
(∆V )2

)
d(∆V )

= kTV κT ⇒ ⟨(∆V )2⟩
V 2

=
kT

V
κT (11.10)

⟨∆T∆V ⟩ = 0 (11.11)

(3) T − p 涨落：

∆p = pβ∆T − 1

V κT

∆V (11.12)

⟨(∆p)2⟩ = p2β2 ⟨(∆T )2⟩ − 2
pβ

NκT

⟨∆T∆V ⟩+ 1

V 2κ2
T

⟨(∆V )2⟩ = p2β2 kT
2

CV

+
kT

V κT

=
kT

V κs

(11.13)

⟨∆T∆p⟩ = pβ ⟨(∆T )2⟩ − 1

V κT

⟨∆T∆V ⟩ = pβ
kT 2

CV

(11.14)

⟨∆V∆p⟩ = pβ ⟨∆T∆V ⟩ − 1

V κT

⟨(∆V )2⟩ = −kT (11.15)

(4) 大涨落时：临界点邻域，κT → +∞，令 T 不变

∆F = F (T, V +∆V )− F (T, V )

≈ −p∆V − 1

2!

(
∂p

∂V

)
T

(∆V )2 − 1

3!

(
∂2p

∂V 2

)
T

(∆V )3 − 1

4!

(
∂3p

∂V 3

)
T

(∆V )4

= −p∆V − 1

24

(
∂3p

∂V 3

)
T

(∆V )4 (11.16)
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Ω(∆V ) = Ωm exp
(
−∆F + p∆V

kT

)
= Ωm exp

(
1

24kT

(
∂3p

∂V 3

)
T

(∆V )4
)

(11.17)

⟨(∆V )2⟩ =
´ +∞
0

x2e−αx4dx´ +∞
0

e−αx4dx
=

´ +∞
0

α− 1
2 e−ξξ

3
4−1dξ´ +∞

0
e−ξξ

1
4−1dξ

, x = ∆V, ξ = αx4

=
Γ
(
3
4

)
Γ
(
1
4

)α− 1
2 = 0.3380

[
− 1

24kT

(
∂3p

∂V 3

)
T

]− 1
2

(11.18)

3. 巨正则系综的涨落：

∆Es +∆Er = 0, ∆Vs +∆Vr = 0, ∆Ns +∆Nr = 0, ∆S = ∆Ss +∆Sr (11.19)

Ω = Ωm exp
(
T∆Ss +∆Er + p∆Vr − µ∆Nr

kT

)
= Ωm exp

(
−∆Es − T∆Ss + p∆Vs − µ∆Ns

kT

)
(11.20)

(1) 小涨落时：

∆E = E(S +∆S, V +∆V,N +∆N)− E(S, V,N)

≈ T∆S − p∆V + µ∆N +
1

2
(∆T∆S −∆p∆V +∆µ∆N) (11.21)

Ω = Ωm exp
(
−∆S∆T −∆p∆V +∆µ∆N

2kT

)
(11.22)

(2) T −N 涨落：令 V 不变

∆S =
CV

T
∆T −

(
∂µ

∂T

)
V,N

∆N, ∆µ =

(
∂µ

∂T

)
V,N

∆T +

(
∂µ

∂N

)
V,T

∆N (11.23)

∆S∆T −∆p∆V +∆µ∆N =
CV

T
(∆T )2 −

(
∂µ

∂N

)
V,T

(∆N)2 (11.24)

Ω(∆T,∆V ) = Ωm exp
(
− CV

2kT 2
(∆T )2 − 1

2kT

(
∂µ

∂N

)
V,T

(∆N)2

)
(11.25)

⟨(∆T )2⟩ =
´ +∞
−∞ (∆T )2 exp

(
− CV

2kT 2 (∆T )2
)
d(∆T )´ +∞

−∞ exp
(
− CV

2kT 2 (∆T )2
)
d(∆T )

=
kT 2

CV

(11.26)

⟨(∆N)2⟩ =

´ +∞
−∞ (∆N)2 exp

(
− 1

2kT

(
∂µ
∂N

)
V,T

(∆N)2
)

d(∆N)

´ +∞
−∞ exp

(
− 1

2kT

(
∂µ
∂N

)
V,T

(∆N)2
)

d(∆N)
= kT

(
∂N

∂µ

)
V,T

(11.27)

⟨∆T∆N⟩ = 0 (11.28)

(3) E 涨落：令 V 不变

∆E = CV ∆T +

(
∂E

∂N

)
V,T

∆N (11.29)

⟨(∆E)2⟩ = C2
V ⟨(∆T )2⟩+ 2CV

(
∂E

∂N

)
V,T

⟨∆T∆N⟩+
(
∂E

∂N

)2

V,T

⟨(∆N)2⟩

= kT 2CV + kT

(
∂N

∂µ

)
V,T

(
∂E

∂N

)2

V,T

(11.30)
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11.2 Brown 运动理论

1. Langevin 方程：
m

dv
dt = −αv + F (t) (11.31)

d2x

dt2 = −1

τ

dx
dt + f(t),

1

τ
=

α

m
, f(t) =

F (t)

m
(11.32)

(1) 两边乘 x：
1

2

d2

dt2x
2 −

(
dx
dt

)2

= − 1

2τ

d
dtx

2 + xf(t) (11.33)

(2) 取系综平均：
d2

dt2 ⟨x
2⟩+ 1

τ

d
dt ⟨x

2⟩ − 2kT

m
= 0 (11.34)

(3) 通解：
⟨x2⟩ = 2kT

α
t+ C1e−t/τ + C2 (11.35)

(4) 令 x(0) = 0, t → +∞ ：

⟨x2⟩ = 2kT

α
t (11.36)

2. Brown 粒子的扩散：
J = −D∇n,

∂n

∂t
+∇ · J = 0 (11.37)

(1) 扩散方程：
∂n

∂t
−D

∂2n

∂x2
= 0 (11.38)

(2) 初始条件：
n(x, 0) = Nδ(x) (11.39)

(3) 粒子的密度分布：
n(x, t) =

N√
4πDt

e− x2

4Dt (11.40)

(4) 粒子的位移方均：

⟨x2⟩ = 1

N

ˆ +∞

−∞
x2n(x, t)dx = 2Dt (11.41)

(5) Einstein 关系：
D =

kT

α
(11.42)

3. 无规行走：
(1) 走 N 步后的位移：

x = (N+ −N−)λ = mλ, N =
t

τ
(11.43)

(2) 走 N 步的走法数：
N∑

N+=0

N !

N+!(N −N+)!
= (1 + 1)N = 2N (11.44)

(3) 位移为 x 的概率：

PN (m) =
N !

N+!(N −N+)!

(
1

2

)N

=
N !(

N+m
2

)
!
(
N−m

2

)
!

(
1

2

)N

=

√
2

πN
e−m2

2N (11.45)

P (x, t)dx = PN (m)
dx
2λ

=
1√
4πDt

e− x2

4Dt dx, D =
λ2

2τ
(11.46)

(4) 粒子的位移方均：

⟨x2⟩ = 1

N

ˆ +∞

−∞
x2P (x, t)dx = 2Dt (11.47)
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12 非平衡态统计理论

12.1 Boltzmann 积分微分方程

1. 非平衡态分布函数：
dN(r,v, t) = f(r,v, t)d3rd3v (12.1)

2. 分布函数变化率：
(f(r,v, t+ dt)− f(r,v, t))d3rd3v =

∂f

∂t
dtd3rd3v (12.2)

∂f

∂t
=

(
∂f

∂t

)
d

+

(
∂f

∂t

)
c

(12.3)

3. 漂移项： (
∂f

∂t

)
d

= −
(
∂(ẋf)

∂x
+

∂(ẏf)

∂y
+

∂(żf)

∂z
+

∂(v̇xf)

∂vx
+

∂(v̇yf)

∂vy
+

∂(v̇zf)

∂vz

)
= −

(
vx

∂f

∂x
+ vy

∂f

∂y
+ vz

∂f

∂z
+ ax

∂f

∂vx
+ ay

∂f

∂vy
+ az

∂f

∂vz

)
= −(v · ∇rf + a · ∇vf) (12.4)

4. 碰撞项：
(1) 能动量守恒：

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2 (12.5)

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

′
1
2
+

1

2
m2v

′
2
2 (12.6)

v′
1 − v1 = λ1n, v′

2 − v2 = λ2n (12.7)

(2) 碰后速度：
v′
1 = v1 +

2m2

m1 +m2

[(v2 − v1) · n]n (12.8)

v′
2 = v2 +

2m1

m1 +m2

[(v2 − v1) · n]n (12.9)

(3) 反碰撞项：
(v′

2 − v′
1)

2 = (v2 − v1)
2, (v′

1 − v′
2) · (−n) = (v1 − v2) · n (12.10)

(4) 元碰撞数：

(f1d3rd3v1) · (f2d3v2) · d212dΩ · (v1 − v2) · ndt, Λ12 = d212(v1 − v2) · n (12.11)

Λ′
12 = Λ12, dΩ′ = dΩ, d3v′1d3v′2 = |J |d3v1d2v2 = d3v1d2v2 (12.12)

δN
(−)
1 = f1f2d3v1d3v2Λ12dΩdtd3r (12.13)

δN
(+)
1 = f ′

1f
′
2d3v1d3v2Λ12dΩdtd3r (12.14)

(5) 碰撞项：(
∂f

∂t

)
c

dtd3rd3v1 = ∆N
(+)
1 −∆N

(−)
1 =

[ˆ
(f ′

1f
′
2 − f1f2)d3v2ΛdΩ

]
dtd3rd3v1 (12.15)

5. Boltzmann 积分微分方程：

∂f

∂t
+ v · ∇rf + a · ∇vf =

ˆ
(f ′

1f
′
2 − f1f1)d3v2ΛdΩ (12.16)
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12.2 H 定理

1. H 函数：
H =

ˆ
f(r,v, t) ln f(r,v, t)d3rd3v (12.17)

2. H 函数的变化：

dH
dt =

ˆ (
∂f1
∂t

ln f1 +
∂f1
∂t

)
d3rd3v1 =

ˆ
(1 + ln f1)

∂f1
∂t

d3rd3v1 (12.18)

=−
ˆ
(1 + ln f1) (v1 · ∇rf1) d3rd3v1

−
ˆ
(1 + ln f1) (a · ∇vf1) d3rd3v1

−
ˆ
(1 + ln f1)(f1f2 − f ′

1f
′
2)d3rd3v1d3v2ΛdΩ (12.19)

(1) 第一项：ˆ
(1 + ln f1) (v1 · ∇rf1) d3r =

ˆ
∇r · (v1f1 ln f1)d3r =

˛
n · (v1 ln f1)dσ = 0 (12.20)

(2) 第二项： ˆ
(1 + ln f1)ax

∂f1
∂vx

dvx =

ˆ
∂

∂vx
(axf1 ln f1)dvx =

[
axf1 ln f1

]+∞

−∞
= 0 (12.21)

(3) 第三项：
dH
dt = −1

4

ˆ
[ln (f1f2)− ln (f ′

1f
′
2)](f1f2 − f ′

1f
′
2)d3rd3v1d3v2ΛdΩ (12.22)

3. H 定理：
dH
dt ⩽ 0, 当且仅当 f1f2 = f ′

1f
′
2 时等号成立 (12.23)

4. 细致平衡：
f1f2 = f ′

1f
′
2 (12.24)

12.3 平衡态分布函数

1. 细致平衡：
ln f1 + ln f2 = ln f ′

1 + ln f ′
2 (12.25)

2. 通解：
ln f = α0 +α ·mv + α4

1

2
mv2 (12.26)

3. 平衡态分布函数的形式：
f = n

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT (v−v0)
2 (12.27)

4. 平衡态分布函数的参数确定：

v · ∇r

[
lnn+

3

2
ln m

2πkT
− m

2kT
(v − v0)

2

]
− m

kT
a · (v − v0) = 0 (12.28)

(1) v3 系数：

∇rT = 0 ⇒ ∂T

∂x
=

∂T

∂y
=

∂T

∂z
= 0 (12.29)

(2) v2 系数：
v · ∇(v · v0) = 0 ⇒ v0 = vc + ω × r (12.30)

(3) v1 系数：
∇r

(
lnn− m

2kT
v2
0

)
− m

kT
a = 0 ⇒ n = n0e

m
2kT v2

0− m
kT φ(r) (12.31)

(4) v0 系数：
a · v0 = 0 (12.32)
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12.4 Boltzmann 方程的弛豫时间近似

1. 局域平衡分布函数：

f (0)(r,v, t) = n(r, t)

(
m

2πkT (r, t)

) 3
2

e−
m

2kT (r,t)
(v−v0(r,t))

2

(12.33)

2. 弛豫时间近似： [
∂

∂t
(f − f (0))

]
c

= −f − f (0)

τ
(12.34)

f(t) = f (0) = [f(0)− f (0)]e−t/τ (12.35)

3. Boltzmann 方程的弛豫时间近似：

∂f

∂t
+ v · ∇rf + a · ∇vf = −f − f (0)

τ
(12.36)

12.5 气体的黏滞定律

1. Newton 黏滞定律：
Fxy = η

dv0
dx (12.37)

2. 动量传递：

Fxy =
dp

dtdydz = −
ˆ +∞

−∞
mvy · vxfd3v (12.38)

3. 局域平衡分布函数：
f (0) = n

( m

2πkT

) 3
2 e− m

2kT (v2
x+(vy−v0)

2+v2
z) (12.39)

4. 局域非平衡分布函数：

vx
∂f

∂x
= −f − f (0)

τ
(12.40)

f ≈ f (0) + f (1) = f (0) + τvx
∂f (0)

∂vy

dv0
dx (12.41)

5. 黏度：

Fxy = −m
dv0
dx

ˆ +∞

−∞
v2xvyτ

∂f (0)

∂vy
d3v = m ⟨τ⟩ dv0

dx

ˆ +∞

−∞
v2xf

(0)d3v = nm ⟨τ⟩ ⟨v2x⟩
dv0
dx (12.42)

η = nm ⟨τ⟩ ⟨v2x⟩ = nkT ⟨τ⟩ (12.43)

12.6 金属的 Ohm 定律

1. Ohm 定律：
Jz = σzEz (12.44)

2. 电流密度：
Jz = −e

ˆ
fvz

2m3d3v

h3
(12.45)

3. 局域平衡分布函数：
f (0) =

1

eβ( p2

2m−µ) + 1
(12.46)

4. 局域非平衡分布函数：

−eEz

m

∂f

∂vz
= −f − f (0)

τ
(12.47)

f ≈ f (0) + f (1) = f (0) +
eEz

m
τ
∂f (0)

∂vz
(12.48)
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5. 电导率：

Jz = −e2Ez

m

ˆ +∞

−∞
τvz

∂f (0)

∂vz

2m3d3v

h3
= −e2Ez

m
τF

ˆ +∞

−∞
vz

∂f (0)

∂vz

2m3d3v

h3

=
e2Ez

m
τF

ˆ +∞

−∞
f (0) 2m

3d3v

h3
=

ne2τF
m

Ez (12.49)

σ =
ne2τF
m

(12.50)
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