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1 波函数和 SCHRODINGER 方程

1 波函数和 Schrodinger 方程

1.1 波函数

1. 波函数：
ψ(r, t) = ψ0ei(k·r−ωt) (1.1)

2. 统计诠释：
P (r, t) = |ψ(r, t)|2dτ (1.2)

3. 归一化条件： ˆ +∞

−∞
|ψ(r, t)|2dτ = 1 (1.3)

1.2 Schrodinger 方程

1. 一维 Schrodinger 方程： [
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x, t)

]
ψ(x, t) = ih̄ ∂

∂t
ψ(x, t) (1.4)

2. 三维 Schrodinger 方程： [
− h̄2

2m
∇2 + V (r, t)

]
ψ(r, t) = ih̄ ∂

∂t
ψ(r, t) (1.5)

3. 概率密度：
ρ(r, t) = ψ∗(r, t)ψ(r, t) (1.6)

4. 概率流密度：
j(r, t) =

ih̄
2m

(ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)− ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)) (1.7)

5. 概率连续性方程：
∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · j(r, t) = 0 (1.8)

1.3 定态 Schrodinger 方程

1. 势场 V (r) 不显含时间，Schrodinger 方程变为：[
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ(r, t) = ih̄ ∂

∂t
ψ(r, t) (1.9)

2. 分离变量：
ψ(r, t) = ψ(r)T (t) (1.10)

ih̄
T

dT
dt =

1

ψ

[
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ = E (1.11)

3. 时间部分：
T (t) = T0e−

i
h̄Et (1.12)

4. 定态波函数：
ψ(r, t) = ψ(r)e− i

h̄Et (1.13)

5. 定态 Schrodinger 方程： [
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (1.14)
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2 一维势场中的粒子运动

2 一维势场中的粒子运动

2.1 一维无限深方势阱

1. 一维无限深方势阱：

V (x) =

0 0 ⩽ x ⩽ a

+∞ others.
(2.1)

2. Schrodinger 方程：
d2ψ

dx2 + k2ψ = 0, k2 =
2mE

h̄2
(2.2)

ψ(x) = A sin kx+B cos kx (2.3)

3. 边界条件：
ψ(0) = ψ(a) = 0 (2.4)

B = 0, ka = nπ, n = 1, 2, . . . (2.5)

4. 本征函数：

ψn(x) =

√
2

a
sin nπx

a
(2.6)

5. 能量：

En =
k2nh̄

2

2m
=
n2π2h̄2

2ma2
(2.7)

2.2 一维有限深方势阱

1. 一维有限深方势阱：E < V0

V (x) =

0 −a ⩽ x ⩽ a

V0 others.
(2.8)

2. 当 |x| ⩽ a 时：
d2ψ

dx2 + k2ψ = 0, k2 =
2mE

h̄2
(2.9)

ψ(x) = A sin kx+B cos kx (2.10)

3. 当 |x| ⩾ a 时：
d2ψ

dx2 − β2ψ = 0, β2 =
2m(V0 − E)

h̄2
(2.11)

ψ(x) =

Ceβx x < −a

De−βx x > a
(2.12)

4. 偶宇称态：

ψ(x) =


De−βx x > a

B cos kx 0 < x ⩽ a

ψ(−x) x < 0

(2.13)

边界条件：
De−βa = B cos ka, −βDe−βa = −kB sin ka (2.14)

β = k tan ka (2.15)

k2 + β2 =
2mV0

h̄2
(2.16)
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2 一维势场中的粒子运动

5. 奇宇称态：

ψ(x) =


De−βx x > a

A sin kx 0 < x ⩽ a

−ψ(−x) x < 0

(2.17)

边界条件：
De−βa = A sin ka, −βDe−βa = kA cos ka (2.18)

β = −k cot ka (2.19)

k2 + β2 =
2mV0

h̄2
(2.20)

2.3 方势垒的反射与穿透

1. 方势垒：E < V0

V (x) =

V0 0 ⩽ x ⩽ a

0 others.
(2.21)

2. 当 x < 0 时：有入射波和反射波

d2ψ

dx2 + k2ψ = 0, k2 =
2mE

h̄2
(2.22)

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx (2.23)

3. 当 0 < x < a 时：
d2ψ

dx2 − β2ψ = 0, β2 =
2m(V0 − E)

h̄2
(2.24)

ψ(x) = Ceβx +De−βx (2.25)

4. 当 x > a 时：没有入射波
ψ(x) = F eikx (2.26)

5. 边界条件：
A+B = C +D, ik(A−B) = β(C −D) (2.27)

Ceβa +De−βa = F eika, β(Ceβa −De−βa) = ikF eika (2.28)

6. 透射系数：

T =
|F |2

|A|2
=

4k2β2

(k2 + β2)2sh2βa+ 4k2β2
=

1 + sh2βa

E
V0

(
1− E

V0

)
−1

(2.29)

7. 反射系数：

R =
|B|2

|A|2
=

(k2 + β2)2sh2βa

(k2 + β2)2sh2βa+ 4k2β2
(2.30)

2.4 一维 δ 势

1. 一维 δ 势：
V (x) = γδ(x) (2.31)

2. 当 x = 0 时：

− h̄2

2m

d2

dx2ψ = (E − γδ(x))ψ (2.32)

ψ′(0+)− ψ′(0−) =
2mγ

h̄2
ψ(0) (2.33)
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2 一维势场中的粒子运动

3. 当 x ̸= 0 时：
d2ψ

dx2 + k2ψ = 0, k2 =
2mE

h̄2
(2.34)

ψ(x) =

Aeikx +Be−ikx x < 0

Ceikx x > 0
(2.35)

4. 边界条件：
A+B = C, A−B = C

(
1− 2mγ

h̄2ik

)
(2.36)

5. 透射系数：
T =

|C|2

|A|2
=

1

1 + µ2γ2/h̄2k2
=

1

1 + µγ2/2h̄2E
(2.37)

6. 反射系数：

R =
|B|2

|A|2
=

µγ2/2h̄2E

1 + µγ2/1h̄2E
(2.38)

2.5 一维谐振子势

1. 一维谐振子势：
V (x) =

1

2
mω2x2 (2.39)

2. Schrodinger 方程：

− h̄2

2m

d2

dx2ψ +
1

2
mω2x2ψ = Eψ (2.40)

3. 当 |x| → ∞ 时：只存在束缚态

− h̄2

2m

d2

dx2ψ +
1

2
mω2x2ψ = 0 (2.41)

ψ(x) = e− 1
2α

2x2

, α2 =
mω

h̄
(2.42)

4. 一般解：
ψ(x) = e− 1

2α
2x2

u(x) (2.43)

5. 变量代换：
ξ = αx (2.44)

d2u

dξ2 − 2ξ
du
dξ +

(
2E

h̄ω
− 1

)
u = 0 (2.45)

6. 要求截断：
2E

h̄ω
− 1 = 2n, n = 0, 1, 2, . . . (2.46)

7. 能量：
En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n = 0, 1, 2, . . . (2.47)

8. 本征函数：

ψn(x) = Nne− 1
2α

2x2

Hn(αx), Nn =

(
α√
π2nn!

) 1
2

(2.48)

ψ0(x) =

√
α

π1/4
e− 1

2α
2x2 (2.49)

ψ1(x) =

√
2α

π1/4
αxe− 1

2α
2x2 (2.50)

ψ2(x) =

√
α/2

π1/4
(2α2x2 − 1)e− 1

2α
2x2 (2.51)
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3 力学量和表象变换

3.1 力学量的算符表示

1. Hamilton 算符：

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 + V (3.1)

2. 能量算符：
Ê = ih̄ ∂

∂t
(3.2)

3. 动量算符：
p = −ih̄∇ (3.3)

4. 轨道角动量算符：
L̂x = yp̂z − zp̂y, L̂y = zp̂x − xp̂z, L̂z = xp̂y − yp̂x (3.4)

L̂x = −ih̄
(
− sinφ ∂

∂θ
− cosφ cot θ ∂

∂φ

)
(3.5)

L̂y = −ih̄
(
+ cosφ ∂

∂θ
− sinφ cot θ ∂

∂φ

)
(3.6)

L̂z = −ih̄ ∂

∂φ
(3.7)

L̂2 = −h̄2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(3.8)

5. 对易关系：
[x̂α, p̂β] = ih̄δαβ, [x̂α, L̂β] = εαβγ ih̄x̂γ , [p̂α, L̂β] = εαβγ ih̄p̂γ (3.9)

[L̂α, L̂β] = εαβγ ih̄L̂γ , [L̂2, L̂α] = 0 (3.10)

6. 轨道角动量升降算符：
L̂+ = L̂x + iL̂y, L̂− = L̂x − iL̂y (3.11)

[L̂+, L̂−] = 2h̄L̂z, [L̂z, L̂±] = ±h̄L̂± (3.12)

7. Heisenberg 不确定关系：
∆A∆B ⩾ 1

2
| ⟨C⟩ |, [Â, B̂] = iĈ (3.13)

8. 能量-时间不确定关系：
∆H∆O ⩾ 1

2

∣∣∣⟨[Ĥ, Ô]⟩
∣∣∣ = h̄

2

∣∣∣∣d ⟨O⟩
dt

∣∣∣∣ (3.14)

∆E∆t ⩾ h̄

2
, ∆t =

∆O

|d ⟨O⟩ /dt| (3.15)

9. Baker-Campbell-Hausdorff 公式：

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!
[Â, [Â, B̂]] + · · · (3.16)

eÂ+B̂ = eÂeB̂e− 1
2 [Â,B̂] = eB̂eÂe 1

2 [Â,B̂], [[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0 (3.17)

10. Schneden 公式：
d

dxeÂ(x) =

ˆ 1

0

dye(1−y)ÂÂ′eyÂ (3.18)

e−Â(x) d
dxeÂ(x) = Â′ +

1

2!
[Â′, Â] +

1

3!
[[Â′, Â], Â] + · · · (3.19)

10



3 力学量和表象变换

3.2 力学量与测量

1. Hermite 算符：
Ô† = Ô ⇒ ⟨ψ|Ôϕ⟩ = ⟨Ôψ|ϕ⟩ (3.20)

(1) 本征值为实数：
λ∗
n = λn (3.21)

(2) 本征态正交归一：
⟨ψn|ψm⟩ = δnm (3.22)

2. 广义统计诠释：
(1) 量子态展开为力学量本征态的线性组合：

|ψ⟩ =
∑
n

cn |ϕn⟩ , cn = ⟨ϕn|ψ⟩ (3.23)

(2) 观测到 λn 的概率为 |cn|2：

⟨O⟩ =
∑
nm

c∗mcn ⟨ϕm|Ô|ϕn⟩ =
∑
nm

c∗mcnλnδnm =
∑
n

|cn|2λn (3.24)

3. 守恒量：
(1) 平均值不随时间改变：

d
dt ⟨O⟩ = 1

ih̄

〈[
Ô, Ĥ

]〉
+

〈
∂Ô

∂t

〉
= 0 (3.25)

(2) 测值概率分布不随时间改变：
d
dt |an(t)|

2 = ⟨ 1ih̄ Ĥψ(t)|n⟩ ⟨n|ψ(t)⟩+ h.c. = 0 (3.26)

4. Feynman-Hellmann 定理：
∂En

∂λ
=

〈
n

∣∣∣∣∣∂Ĥ∂λ
∣∣∣∣∣n
〉

(3.27)

3.3 力学量的矩阵表示

1. 力学量的矩阵表示：

O =


O11 O12 · · ·
O21 O22 · · ·

...
... . . .

 , Oij = ⟨ψi|Ô|ψj⟩ (3.28)

2. Schrodinger 方程的矩阵形式：
(1) 量子态在本征态展开：

|ψ⟩ =
∑
n

ane− i
h̄Et |n⟩ (3.29)

(2) 代入 Schrodinger 方程：
E
∑
n

an |n⟩ =
∑
n

anĤ |n⟩ (3.30)

(3) 左乘本征函数 ⟨ψm|：
Eam =

∑
n

an ⟨m|Ĥ|n⟩ =
∑
n

Hmnan (3.31)

(4) 久期方程组： 
H11 − E H12 · · ·
H21 H22 − E · · ·

...
... . . .



a1

a2
...

 = 0 (3.32)
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3. 基底变换的矩阵表示： 
ψ′
1

ψ′
2

...

 =


U11 U12 · · ·
U21 U22 · · ·

...
... . . .



ψ1

ψ2

...

 , Uij = ⟨ψj |ψ′
i⟩ (3.33)

4. 不同基底下力学量矩阵相似：
O′ = Ũ

†
OŨ , Ũ = UT (3.34)

3.4 表象变换

1. 坐标表象：
(1) 坐标的本征方程：

x̂ |x′⟩ = x′ |x′⟩ (3.35)

(2) 坐标表象中坐标的本征函数：
⟨x|x′⟩ = δ(x− x′) (3.36)

(3) 坐标表象中动量的本征函数：
⟨x|p′⟩ = 1√

2πh̄
e i

h̄p′x (3.37)

2. 动量表象：
(1) 动量的本征方程：

p̂ |p′⟩ = p′ |p′⟩ (3.38)

(2) 动量表象中动量的本征函数：
⟨p|p′⟩ = δ(p− p′) (3.39)

(3) 动量表象中坐标的本征函数：
⟨p|x′⟩ = 1√

2πh̄
e− i

h̄px′ (3.40)

3. 波函数的表象变换：

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ =
ˆ

dp ⟨x|p⟩ ⟨p|ψ⟩ = 1√
2πh̄

ˆ
dp e i

h̄px ⟨p|ψ⟩ (3.41)

ϕ(p) = ⟨p|ψ⟩ =
ˆ

dx ⟨p|x⟩ ⟨x|ψ⟩ = 1√
2πh̄

ˆ
dx e− i

h̄px ⟨x|ψ⟩ (3.42)

4. 坐标表象下力学量的矩阵元：
Ox′x = ⟨x′|Ô(x)|x⟩ = O(x)δ(x′ − x) (3.43)

px′x = ⟨x′|p̂|x⟩ = −ih̄ ∂
∂x
δ(x− x′) (3.44)

5. 动量表象下力学量的矩阵元：
Op′p = ⟨p′|Ô(p)|p⟩ = O(p)δ(p′ − p) (3.45)

xp′p = ⟨p′|x̂|p⟩ = ih̄ ∂
∂p
δ(p− p′) (3.46)

6. 表象变换的矩阵表示： 
ψ1

ψ2

...

 =


S11 S12 · · ·
S21 S22 · · ·

...
... . . .



ϕ1

ϕ2

...

 , Sij = ⟨ϕj |ψi⟩ (3.47)

7. 不同表象下力学量矩阵相似：
OΩ′ = SOΩS

† (3.48)
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4 中心力场中的粒子运动

4.1 中心力场中粒子运动的一般性质

1. 定态 Schrodinger 方程： [
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ) (4.1)[

− h̄2

2m

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

L̂2

2mr2
+ V (r)

]
ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ) (4.2)

2. 分离变量：
ψ(r, θ, φ) = Rl(r)Ylm(θ, φ) (4.3)

3. 径向方程：
R′′

l +
2

r
R′

l +

[
2m

h̄2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

]
Rl = 0 (4.4)

4. 变量代换：
Rl(r) =

χl(r)

r
(4.5)

χ′′
l +

[
2m

h̄2
(E − V (r))− l(l + 1)

r2

]
χl = 0 (4.6)

5. 当 r → 0 时：
r2V (r)

r→0−−−→ 0 (4.7)

χ′′
l −

l(l + 1)

r2
χl = 0 (4.8)

6. 试解指标方程：
χl(r) = rs ⇒ s(s− 1)− l(l + 1) = 0 ⇒ s1 = l + 1, s2 = −l (4.9)

7. 根据概率诠释，s 只能取 l + 1：
χl(r) = rl+1, Rl(r) = rl (4.10)

4.2 无限深球方势阱

1. 无限深球方势阱：

V (r) =

0 r < a

∞ r > a
(4.11)

2. l = 0 的径向方程：
χ′′
0 + k2χ0 = 0, k2 =

2mE

h̄2
(4.12)

χ0(r) = A sin kr +B cos kr (4.13)

3. 边界条件：
χ0(0) = χ0(a) = 0 (4.14)

B = 0, ka = nrπ, nr = 1, 2, . . . (4.15)

4. 径向波函数：

χnr0(r) =

√
2

a
sin nrπr

a
(4.16)

5. 能量：

Enr0 =
n2
rπ

2h̄2

2ma2
(4.17)
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4 中心力场中的粒子运动

6. l ̸= 0 的径向方程：

R′′
l +

2

r
R′

l +

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
Rl = 0 (4.18)

Rl = Cjl(kr) (4.19)

7. 边界条件：
Rl(a) = 0 ⇒ jl(ka) = 0 ⇒ knrla = xnrl (4.20)

8. 径向波函数：

Rkl(r) =

(
− 2

a

/
jl−1(ka)j(l + 1)(ka)

) 1
2

jl(kr) (4.21)

9. 能量：

Enrl =
h̄2

2ma2
x2nrl

(4.22)

4.3 三维各向同性谐振子

1. 三维各向同性谐振子势：
V (r) =

1

2
mω2r2 (4.23)

2. 径向方程：
R′′

l +
2

r
R′

l +

[
2m

h̄2

(
E − 1

2
mω2r2

)
− l(l + 1)

r2

]
Rl = 0 (4.24)

3. 当 r → 0 时：
Rl(r) = rl (4.25)

4. 当 r → +∞ 时：

R′′
l (r)−

m2ω2

h̄2
r2Rl(r) = 0 (4.26)

Rl(r) = exp
(
−mω

2h̄
r2
)

(4.27)

5. 假设试解：
Rl(r) = rl exp

(
−mω

2h̄
r2
)
ul(r) (4.28)

u′′l +
2

r

(
l + 1− mω

h̄
r2
)
u′l +

(
2mE

h̄2
− 3mω

h̄
− 2lmω

h̄

)
ul = 0 (4.29)

6. 变量代换：
ξ =

mω

h̄
r2 (4.30)

ξ
d2ul
dξ2 +

(
l +

3

2
− ξ

)
dul
dξ − 1

2

(
l +

3

2
− E

h̄ω

)
ul = 0 (4.31)

ul(r) = F (α, γ, ξ) , α =
1

2

(
l +

3

2
− E

h̄ω

)
, γ = l +

3

2
(4.32)

7. 要求截断：
α+ nr =

1

2

(
l +

3

2
− E

h̄ω

)
+ nr = 0, nr = 0, 1, 2, . . . (4.33)

8. 径向波函数：

Rnrl(r) = α
3
2

(
2l+2−nr(2l + 2nr + 1)!!√

πnr!((2l + 1)!!)2

) 1
2

(αr)le− 1
2α

2r2F

(
−nr, l +

3

2
, α2r2

)
, α2 =

mω

h̄
(4.34)

9. 能量：
EN =

(
l + 2nr +

3

2

)
h̄ω =

(
N +

3

2

)
h̄ω, N = 0, 1, 2, . . . (4.35)

10. 能级简并度：
fN =

1

2
(N + 1)(N + 2) (4.36)
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4 中心力场中的粒子运动

4.4 氢原子

1. Coulomb 作用势：
V (r) = −e

2

r
(4.37)

2. 径向方程：
χ′′
l +

[
2m

h̄2

(
E +

e

r2

)
− l(l + 1)

r2

]
χl = 0 (4.38)

3. 当 r → 0 时：
χl(r) = rl+1 (4.39)

4. 当 r → +∞ 时：
χ′′
l +

2m

h̄2
Eχl = 0, E < 0 (4.40)

χl(r) = e−βr, β =

√
−2m

h̄2
E (4.41)

5. 假设试解：
χl(r) = rl+1e−βrul(r) (4.42)

ru′′l + (2(l + 1)− 2βr)u′l −
(
2(l + 1)β − 2m

h̄2
e2
)
ul = 0 (4.43)

6. 变量代换：
ξ = 2βr (4.44)

ξ
d2ul
dξ2 + (2(l + 1)− ξ)

dul
dξ −

(
(l + 1)− me2

h̄2β

)
ul = 0 (4.45)

ul(r) = F (α, γ, ξ), α = (l + 1)− me2

h̄2β
, γ = 2(l + 1) (4.46)

7. 要求截断：
α+ nr = (l + 1)− me2

h̄2β
+ nr = 0, nr = 0, 1, 2, . . . (4.47)

me2

h̄2β
= l + 1 + nr = n, n = 1, 2, . . . (4.48)

8. 径向波函数：

Rnl(r) =
2

a
3
2n2(2l + 1)!

√
(n+ l)!

(n− l − 1)!
ξle− 1

2 ξF (−n+ l + 1, 2l + 2, ξ), a =
h̄2

me2
(4.49)

9. 能量：
En = −me

4

2h̄2
1

n2
= − e2

2a

1

n2
, n = 1, 2, . . . (4.50)

10. 能级简并度：

fn =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2 (4.51)

11. 径向概率分布：
Pnl(r)dr = R2

nl(r)r
2dr = χ2

nl(r)dr (4.52)

12. 角向概率分布：
Plm(θ, φ)dΩ = |Y m

l (θ, φ)|2dΩ = |Pm
l (cos θ)|2dΩ (4.53)
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5 电磁场中的粒子运动

5 电磁场中的粒子运动

5.1 电磁场中粒子的 Schrodinger 方程

1. Hamilton 量：
Ĥ =

1

2m

(
P − q

c
A
)2

+ qφ (5.1)

2. Schrodinger 方程： (
− 1

2m
P 2 − q

mc
A · P +

q2

2mc
A2 + qφ

)
ψ = ih̄ ∂

∂t
ψ (5.2)

5.2 正常 Zeeman 效应

1. 均匀磁场：
A =

1

2
B × r, B = Bez, eφ(r) = V (r) (5.3)

Ax = −1

2
By, Ay =

1

2
Bx, Az = 0 (5.4)

2. Hamilton 量：

Ĥ =
1

2m

[(
P̂x −

eB

2c
y

)2

+

(
P̂y +

eB

2c
x

)2

+ P̂ 2
z

]
+ V (r)

=
1

2m

[
P̂ 2 +

eB

c
L̂z +

e2B2

4c2
(x2 + y2)

]
+ V (r)

≈ 1

2m
P̂ 2 + V (r) +

eB

2mc
L̂z (5.5)

3. 波函数：
ψnrlm(r, θ, φ) = Rnrl(r)Ylm(θ, φ) (5.6)

4. 能量：
Enrlm = Enrl +

eB

2mc
mh̄ = Enrl +mh̄ωL (5.7)

5.3 Landau 能级

1. 均匀磁场：
A =

1

2
B × r, B = Bez, φ(r) = 0 (5.8)

Ax = −1

2
By, Ay =

1

2
Bx, Az = 0 (5.9)

2. Hamilton 量：

Ĥ =
1

2m

[(
P̂x −

eB

2c
y

)2

+

(
P̂y +

eB

2c
x

)2

+ P̂ 2
z

]
=

1

2m

[
P̂ 2 +

eB

c
L̂z +

e2B2

4c2
(x2 + y2)

]
(5.10)

3. Schrodinger 方程：

− h̄2

2m

(
1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂φ2
+

∂2

∂z2

)
ψ − ih̄ωL

∂

∂φ
ψ +

1

2
mω2

Lρ
2ψ = Eψ (5.11)

4. 分离变量：
ψ(ρ, φ, z) = R(ρ)eimφeikz, m = 0,±1,±2, . . . (5.12)

5. 径向方程：

− h̄2

2m

(
d2

dρ2 +
1

ρ

d
dρ

)
R(ρ) +

h̄2

2m

m2

ρ2
R(ρ) +

1

2
mω2

Lρ
2R(ρ) =

(
E − h̄2k2

2m
−mh̄ωL

)
R(ρ) (5.13)
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5 电磁场中的粒子运动

6. 当 ρ→ +∞ 时：

− h̄2

2m

d2

dρ2R(ρ) +
1

2
mω2

Lρ
2R(ρ) = 0 (5.14)

R(ρ) = exp
(
−mωL

2h̄
ρ2
)

(5.15)

7. 当 ρ→ 0 时：

− h̄2

2m

(
d2

dρ2 +
1

ρ

d
dρ

)
R(ρ) +

h̄2

2m

m2

ρ2
R(ρ) = 0 (5.16)

R(ρ) = ρs ⇒ −s(s− 1) + s+m2 = 0 ⇒ s = ±m⇒ Rm(ρ) = ρ|m| (5.17)

8. 假设试解：
Rm(ρ) = ρ|m| exp

(
−mωL

2h̄
ρ2
)
um(ρ) (5.18)

u′′m +
1

ρ

(
(2|m|+ 1)− 2mωL

h̄
ρ2
)
u′m −

(
(2|m|+ 2)

mωL

h̄
− 2m

h̄
Ẽ

)
um = 0 (5.19)

9. 变量代换：
ξ =

mωL

h̄
ρ2 (5.20)

ξ
d2um
dξ2 + (|m|+ 1− ξ)

dum
dξ − 1

2

(
|m|+ 1− Ẽ

h̄ωL

)
um = 0 (5.21)

um(ρ) = F (α, γ, ξ), α =
1

2

(
|m|+ 1− Ẽ

h̄ωL

)
, γ = |m|+ 1 (5.22)

10. 要求截断：

α+ nρ =
1

2

(
|m|+ 1− Ẽ

h̄ωL

)
+ nρ = 0, nρ = 0, 1, 2, . . . (5.23)

11. 波函数：
ψnρm(ρ, φ, z) ∼ ρ|m| exp

(
−mωL

2h̄
ρ2
)
F
(
−nρ, |m|+ 1,

mωL

h̄
ρ2
)

eimρeikz (5.24)

12. Landau 能级：

EN = (2nρ + |m|+m+ 1) h̄ωL +
h̄2k2

2m
= (N + 1)h̄ωL +

h̄2k2

2m
, N = 0, 2, 4, . . . (5.25)

Remark. 上述结果不因规范选择而异。如选取 Landau 规范：
1. 均匀磁场：

Ax = −By, Ay = Az = 0 (5.26)

2. Schrodinger 方程：
1

2m

[(
P̂x −

eB

c
y

)2

+ P̂ 2
y + P̂ 2

z

]
ψ = Eψ (5.27)

3. 分离变量：
ψ(ρ, φ, z) = eikxxϕ(y)eikzz (5.28)

− h̄2

2m

d2ϕ(y)

dy2 +
1

2
mω2

c (y − y0)
2ϕ(y) =

(
E − h̄2k2z

2m

)
ϕ(y), ωc = 2ωL, y0 =

h̄kxc

eB
(5.29)

4. 波函数：
ϕy0n(y) ∼ e− 1

2α
2h̄(y−y0)

2

Hn(α(y − y0)), α2 =
mωc

h̄
(5.30)

5. Landau 能级：

EN =

(
n+

1

2

)
h̄ωc +

h̄2k2z
2m

= (N + 1)h̄ωL +
h̄2k2z
2m

, N = 0, 2, 4, . . . (5.31)
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6 自旋

6 自旋

6.1 电子自旋

1. 旋量波函数：

ψ(r, sz) =

(
ψ(r, h̄

2
)

ψ(r,− h̄
2
)

)
(6.1)

2. Hamilton 量不显含自旋变量，可以分离变量：

ψ(r, sz) = φ(r)χ(sz) (6.2)

3. 自旋波函数：

χ(sz) =

(
a

b

)
= a

(
1

0

)
+ b

(
0

1

)
= aα+ bβ (6.3)

4. 自旋角动量算符：

Ŝx =
h̄

2

(
0 1

1 0

)
, sx = ± h̄

2
, χ↑(sx) =

1√
2

(
1

1

)
, χ↓(sx) =

1√
2

(
1

−1

)
(6.4)

Ŝy =
h̄

2

(
0 −i
i 0

)
, sy = ± h̄

2
, χ↑(sy) =

1√
2

(
1

i

)
, χ↓(sy) =

1√
2

(
1

−i

)
(6.5)

Ŝz =
h̄

2

(
1 0

0 −1

)
, sz = ± h̄

2
, χ↑(sz) =

(
1

0

)
= α, χ↓(sz) =

(
0

1

)
= β (6.6)

[
Ŝα, Ŝβ

]
= εαβγ ih̄Ŝγ (6.7)

5. Pauli 矩阵：

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
(6.8)

[σ̂α, σ̂β] = εαβγ2iσ̂γ (6.9)

σ̂2
x = σ̂2

y = σ̂2
z = Î , σ̂†

x = σ̂x, σ̂†
y = σ̂y, σ̂†

z = σ̂z (6.10)

σ̂xσ̂y = −σ̂yσ̂x = iσ̂z, σ̂yσ̂z = −σ̂zσ̂y = iσ̂x, σ̂zσ̂x = −σ̂xσ̂z = iσ̂y, (6.11)

6. Pauli 升降算符：
σ̂+ =

1

2
(σ̂x + iσ̂y), σ̂− =

1

2
(σ̂x − iσ̂y) (6.12)

[σ̂+, σ̂−] = σ̂z, [σ̂z, σ̂±] = ±2σ̂± (6.13)

6.2 总角动量

1. 总角动量算符：
Ĵ = L̂+ Ŝ (6.14)

2. 对易关系： [
Ĵα, Ĵβ

]
= εαβγ ih̄Ĵγ ,

[
Ĵ2, Ĵα

]
= 0,

[
Ĵ2, L̂2

]
= 0 (6.15)

3. 总角动量平方：

Ĵ2 = (L̂+ Ŝ)2 = L̂2 + Ŝ2 + 2Ŝ · L̂ = L̂2 +
3

4
h̄2 + h̄(σ̂xL̂x + σ̂yL̂y + σ̂zL̂z)

=

(
L̂2 + 3

4
h̄2 + h̄L̂z h̄L̂−

h̄L̂+ L̂2 + 3
4
h̄2 − h̄L̂z

)
(6.16)
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6 自旋

4. 总角动量平方的本征方程：

Ĵ2

(
aYlm

bYl(m+1)

)
= λh̄2

(
aYlm

bYl(m+1)

)
(6.17)

5. 比较系数： (
l(l + 1) +

3

4
+m− λ

)
a+

√
l(l + 1)−m(m+ 1)b = 0 (6.18)

√
l(l + 1)−m(m+ 1)a+

(
l(l + 1) +

3

4
− (m+ 1)− λ

)
b = 0 (6.19)

6. 总角动量的本征值：
λ1 =

(
l +

1

2

)(
l +

3

2

)
, λ2 =

(
l − 1

2

)(
l +

1

2

)
(6.20)

λh̄2 = j(j + 1)h̄2, j = l ± 1

2
(6.21)

7. 总角动量的本征函数：

ϕljmj
(θ, φ, sz) =

1√
2l + 1

(√
l +m+ 1Ylm√
l −mYl(m+1)

)
=

√
l +m+ 1

2l + 1
Ylmχ↑ +

√
l −m

2l + 1
Yl(m+1)χ↓ (6.22)

ϕljmj
(θ, φ, sz) =

1√
2l + 1

(
−
√
l −mYlm√

l +m+ 1Yl(m+1)

)
= −

√
l −m

2l + 1
Ylmχ↑ +

√
l +m+ 1

2l + 1
Yl(m+1)χ↓ (6.23)

6.3 自旋单态和三重态

1. 非耦合表象自旋本征态：
|↑↑⟩12 , |↑↓⟩12 , |↓↑⟩12 , |↓↓⟩12 (6.24)

2. 两个电子自旋角动量耦合：

Ŝ2 = (Ŝ1 + Ŝ2)
2 = Ŝ1

1 + Ŝ2
2 + 2Ŝ1 · Ŝ2 =

3

2
h̄2 +

1

2
h̄2 (σ̂1xσ̂2x + σ̂1yσ̂2y + σ̂1zσ̂2z) (6.25)

3. 自旋角动量平方作用于本征态：

Ŝ2 |↑↑⟩12 = 2h̄2 |↑↑⟩12 (6.26)

Ŝ2 |↑↓⟩12 = h̄2 |↑↓⟩12 + h̄2 |↓↑⟩12 (6.27)

Ŝ2 |↓↑⟩12 = h̄2 |↑↓⟩12 + h̄2 |↓↑⟩12 (6.28)

Ŝ2 |↓↓⟩12 = 2h̄2 |↓↓⟩12 (6.29)

4. 耦合表象自旋本征态：

χ11 = |11⟩ = |↑↑⟩12 (6.30)

χ1,−1 = |1− 1⟩ = |↓↓⟩12 (6.31)

χ10 = |10⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩12 + |↓↑⟩12) (6.32)

χ00 = |00⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩12 − |↓↑⟩12) (6.33)
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7 定态微扰论

7.1 非简并微扰论

1. 能量本征值和本征态逐级展开：
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′ (7.1)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (7.2)

|n⟩ = |n(0)⟩+ λ |n(1)⟩+ λ2 |n(2)⟩+ · · · (7.3)

2. 代入 Schrodinger 方程比较同级系数：(
Ĥ0 − E(0)

n

)
|n(1)⟩ =

(
E(1)

n − Ĥ ′
)
|n(0)⟩ (7.4)(

Ĥ0 − E(0)
n

)
|n(2)⟩ =

(
E(1)

n − Ĥ ′
)
|n(1)⟩+ E(2)

n |n(0)⟩ (7.5)

3. 能量本征态在零级本征态展开：

|n(1)⟩ =
∑
k

a
(1)
k |k(0)⟩ , |n(2)⟩ =

∑
k

a
(2)
k |k(0)⟩ (7.6)

4. 左乘零级本征态 ⟨m(0)|：
a(1)m

(
E(0)

m − E(0)
n

)
= E(1)

n δmn − ⟨m(0)|Ĥ ′|n(0)⟩ (7.7)

a(2)m

(
E(0)

m − E(0)
n

)
=
∑
k ̸=n

a
(1)
k E(1)

n δkm −
∑
k ̸=n

a
(1)
k ⟨m(0)|Ĥ ′|k(0)⟩+ E(2)

n δmn (7.8)

5. 能量本征值的一级修正：
E(1)

n = ⟨n(0)|Ĥ ′|n(0)⟩ (7.9)

6. 能量本征态的一级修正：

|n(1)⟩ =
∑
m ̸=n

⟨m(0)|Ĥ ′|n(0)⟩
E

(0)
n − E

(0)
m

|m(0)⟩ (7.10)

7. 能量本征值的二级修正：

E(2)
n =

∑
m ̸=n

∣∣∣⟨m(0)|Ĥ ′|n(0)⟩
∣∣∣2

E
(0)
n − E

(0)
m

(7.11)

7.2 简并微扰论

1. 新零级本征态在原来零级本征态展开：

|nν̃(0)⟩ =
fn∑
ν=1

aν(ν̃) |nν(0)⟩ (7.12)

2. 代入式(7.4)： (
Ĥ0 − E(0)

n

)
|n(1)⟩ =

(
E(1)

n − Ĥ ′
) fn∑

ν=1

aν(ν̃) |nν(0)⟩ (7.13)

3. 左乘零级本征函数 ⟨nµ(0)|：
fn∑
ν=1

(
H ′

µν − E(1)
n δµν

)
aν(ν̃) = 0 (7.14)

4. 能量本征值的一级修正：
E

(1)
nν̃ , ν̃ = 1, . . . , fn (7.15)

5. 能量零级本征态：

|nν̃(0)⟩ =
fn∑
ν=1

aν(ν̃) |nν(0)⟩ (7.16)
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7 定态微扰论

7.3 氢原子精细结构

1. Hamilton 量的相对论修正：

Ĥ ′
r =

√
p̂2c2 +m2c4 −mc2 − p̂2

2m
≈ − p̂4

8m3c2
(7.17)

[Ĥ ′
r, L̂

2] = 0, [Ĥ ′
r, L̂z] = 0, [Ĥ ′

r, Ŝz] = 0 (7.18)

2. 能量本征值的相对论修正：

E(1)
r = − 1

8m3c2
⟨nlm|p̂4|nlm⟩ = − 1

2mc2
⟨nlm|(E − V (r))2|nlm⟩

= − 1

2mc2

[
E2

n − 2En
e2

4πε0

〈
1

r

〉
+

(
e2

4πε0

)2〈
1

r2

〉]

= − E2
n

2mc2

(
4n

1 + 1/2
− 3

)
∼ α4mc2 (7.19)

3. Hamilton 量的自旋轨道耦合修正：

Ĥ ′
so = −1

2
µ̂ · B̂ =

1

2

e2

4πε0

1

m2c2r3
Ŝ · L̂ (7.20)

[Ĥ ′
so, L̂

2] = 0, [Ĥ ′
so, Ĵ

2] = 0 (7.21)

4. 能量本征值的自旋轨道耦合修正：

E(1)
so =

1

2

e2

4πε0

1

m2c2

〈
nlmms

∣∣∣∣ 1r3 12(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2)

∣∣∣∣nlmms

〉
=

e2h̄2

16πε0m2c2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)]

〈
1

r3

〉
=

E2
n

mc2
n[j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4]

l(l + 1/2)(l + 1)
∼ α4mc2 (7.22)

5. 能量本征值的精细结构修正：

E
(1)
fs = E(1)

r + E(1)
so =

E2
n

2mc2

(
3− 4n

j + 1/2

)
(7.23)

7.4 Zeeman 效应

1. Hamilton 量的 Zeeman 效应修正：

Ĥ ′
z = −(µ̂l + µ̂s) ·Bext =

e

2m
(L̂+ 2Ŝ) ·Bext (7.24)

2. 弱场 Zeeman 效应：Bext ≪ Bint ∼ 10T

H̃0 = Ĥ0 + Ĥ ′
fs, H̃ ′ = Ĥ ′

z (7.25)

E(1)
z =

e

2m
B̂ext · ⟨mljmj |(L̂+ 2Ŝ)|nljmj⟩

=
e

2m
B̂ext ·

〈
mljmj

∣∣∣∣∣
(
1 +

Ŝ · Ĵ
Ĵ2

)
Ĵ

∣∣∣∣∣nljmj

〉

= µBBext

(
1 +

j(j + 1)− l(l + 1) + 3/4

j(j + 1)

)
mj = µBgJmjBext (7.26)

3. 强场 Zeeman 效应：Bext ≫ Bint ∼ 10T

H̃0 = Ĥ0 + Ĥ ′
z, H̃ ′ = Ĥ ′

fs (7.27)

E(0)
nmlms

= En + µBBext(ml + 2ms) (7.28)

4. 中间场 Zeeman 效应：
H̃0 = Ĥ0, H̃ ′ = Ĥ ′

fs + Ĥ ′
z (7.29)
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8 量子跃迁

8.1 含时微扰论

1. 系统 Hamilton 量：
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′(t) (8.1)

2. 含时量子态在本征态展开：

|ψ(t)⟩ =
∑
n

Cnk(t)e−
i
h̄Ent |n⟩ , |ψ(0)⟩ = |k⟩ (8.2)

3. 代入 Schodinger 方程：

ih̄
∑
n

Ċnk(t)e−
i
h̄Ent |n⟩ = λ

∑
n

Cnk(t)e−
i
h̄EntĤ ′(t) |n⟩ (8.3)

4. 左乘本征态 ⟨k′|：
ih̄Ċk′k(t) = λ

∑
n

Cnk(t)e
i
h̄ (Ek′−En)t ⟨k′|Ĥ ′(t)|n⟩ (8.4)

5. 跃迁概率很小：
Cnk(t) = δnk + λC

(1)
nk (t) (8.5)

6. 代入上式并比较一级系数：

ih̄Ċ(1)
k′k(t) =

∑
n

e i
h̄ (Ek′−En)tδnk ⟨k′|Ĥ ′(t)|n⟩ = e i

h̄ (Ek′−Ek)t ⟨k′|Ĥ ′(t)|k⟩ (8.6)

7. 跃迁振幅：

C
(1)
k′k(t) =

1

ih̄

ˆ t

0

dt eiωk′ktH ′
k′k(t) (8.7)

8. 跃迁概率：

Wk′k(t) =
∣∣∣C(1)

k′k(t)
∣∣∣2 = 1

h̄2

∣∣∣∣ˆ t

0

dt eiωk′ktH ′
k′k(t)

∣∣∣∣2 (8.8)

9. 跃迁速率：
wk′k =

d
dtWk′k(t) (8.9)

简并能级：初态求平均，末态求和

wk′k =
1

fk

fk′∑
j=1

fk∑
i=1

wk′
jki

=
fk′

fk

fk∑
i=1

wk′
jki

(8.10)

8.2 周期微扰

1. 周期微扰：
Ĥ ′(t) = Ĥ ′e−iωt (8.11)

2. 跃迁振幅：

C
(1)
k′k(t) =

1

ih̄

ˆ t

0

dt eiωk′ktHk′k(t) = −H
′
k′k

h̄

ei(ωk′k−ω)t − 1

ωk′k − ω
(8.12)

3. 跃迁概率：

Wk′k(t) =
|H ′

k′k|
2

h̄2

(
sin [(ωk′k − ω)t/2]

(ωk′k − ω)/2

)2
t→+∞−−−−→ 2πt

h̄2
|H ′

k′k|
2
δ(ωk′k − ω) (8.13)

4. 跃迁速率：
wk′k =

2π

h̄2
|H ′

k′k|
2
δ(ωk′k − ω) =

2π

h̄
|H ′

k′k|
2
δ(Ek′ − Ek − h̄ω) (8.14)
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8 量子跃迁

8.3 常微扰

1. 常微扰：
Ĥ ′(t) = Ĥ ′[Θ(t)−Θ(t− T )] (8.15)

2. 跃迁振幅：

C
(1)
k′k(t) =

1

ih̄

ˆ t

−∞
dt eiωk′ktHk′k(t) = −H

′
k′k

h̄

eiωk′kT − 1

ωk′k

(8.16)

3. 跃迁概率：

Wk′k(t) =
|H ′

k′k|
2

h̄2

(
sin (ωk′kT/2)

ωk′k/2

)2
T→+∞−−−−−→ 2π

h̄
|H ′

k′k|
2
δ(Ek′ − Ek)T (8.17)

4. 跃迁速率：
wk′k =

Wk′k(t)

T
=

2π

h̄
|H ′

k′k|
2
δ(Ek′ − Ek) (8.18)

5. Fermi 黄金规则：
wfi =

ˆ
dEk′wk′kρ(Ek′) =

2π

h̄
|H ′

k′k|
2
ρ(Ek) (8.19)

8.4 光的吸收与辐射

8.4.1 受激吸收和受激辐射

1. 入射光： E(r, t) = E0 cos (ωt− k · r)

B(r, t) = 1
|k|k ×E(r, t)

(8.20)

Lorentz 力远小于电场力：
| e
c
v ×B|
|eE|

∼ |v|
c

≪ 1 (8.21)

电偶极近似：
E = E0 cosωt (8.22)

2. 入射光对电子的相互作用：

Ĥ ′(t) = −eφ = −d ·E0 cosωt = Ĥ ′ cosωt, d = er (8.23)

3. 跃迁振幅：

C
(1)
k′k(t) =

1

ih̄

ˆ t

0

dt eiωk′ktHk′k(t) = −Hk′k

2h̄

(
ei(ωk′k+ω)t − 1

ωk′k + ω
+

ei(ωk′k−ω)t − 1

ωk′k − ω

)
(8.24)

4. 受激吸收的跃迁振幅：

C
(1)
k′k(t) = −Hk′k

2h̄

ei(ωk′k−ω)t − 1

ωk′k − ω
(8.25)

5. 受激吸收的跃迁概率：

Wk′k(t) =
|Hk′k|2

4h̄2

(
sin [(ωk′k − ω)t/2]

(ωk′k − ω)/2

)2
t→+∞−−−−→ πt

2h̄2
|H ′

k′k|
2
δ(ωk′k − ω) (8.26)

6. 受激吸收的跃迁速率：

⟨cos2 θ⟩ = 1

4π

ˆ 2π

0

dφ
ˆ π

0

cos2 θ sin θdθ = 1

3
(8.27)

ρ(ω) =
1

8π
⟨E2 +B2⟩ = 1

4π
⟨E2⟩ = E2

0(ω)

4π

1

T

ˆ T

0

cos2 ωtdt = E2
0(ω)

8π
(8.28)

wk′k =
π

2h̄2
|H ′

k′k|
2
δ(ωk′k − ω) =

4π2e2

3h̄2
|rk′k|2ρ(ωk′k) (8.29)
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8 量子跃迁

7. 电偶极辐射的选择定则： 
x = r sin θ cosφ = r

2
sin θ(eiφ + e−iφ)

y = r sin θ sinφ = r
2i sin θ(eiφ − e−iφ)

z = r cos θ

(8.30)

cos θYlm =

√
(l + 1)2 −m2

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m +

√
l2 −m2

(2l + 1)(2l − 1)
Yl−1,m (8.31)

sin θeπiφYlm = ±

√
(l ±m+ 1)(l ±m+ 2)

(2l + 1)(2l + 3)
Yl+1,m+1 +

√
(l ∓m)(l ∓m+ 1)

(2l − 1)(2l + 1)
Yl−1,m±1 (8.32)

∆l = l′ − l = ±1, ∆m = m′ −m = 0, ±1 (8.33)

8.4.2 自发辐射

1. 受激吸收和受激辐射：
wk′k = Bk′kρ(ωk′k), wkk′ = Bkk′ρ(ωk′k) (8.34)

2. 自发辐射：
wkk′ = Akk′ (8.35)

3. 粒子数 Boltzmann 分布：
nk

n′
k

= e(Ek′−Ek)/kT = eh̄ωk′k/kT (8.36)

4. 平衡的跃迁速率：
nkBk′kρ(ωk′k) = nk′(Bkk′ρ(ωk′k) +Akk′) (8.37)

5. 能量密度：
ρ(ωk′k) =

Akk′

Bkk′

1

eh̄ωk′k/kT − 1

kT≫h̄ωk′k−−−−−−→ Akk′

Bkk′

kT

h̄ωk′k

=
ω2
k′k

π2c3
kT (8.38)

6. 自发辐射系数：
Akk′ =

h̄ω2
k′k

π2c3
Bkk′ =

4e2ω3
k′k

3h̄c3
|rkk′ |2 (8.39)
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9 散射理论

9.1 Lippmann-Schwinger 方程

1. 传播子：
(∇2 + k2)G(r, r′) = δ(r − r′) (9.1)

G(r, r′) =
h̄2

2m

〈
r

∣∣∣∣ 1

E − Ĥ0 + iϵ

∣∣∣∣ r′
〉

= − 1

4π

eik|r−r′|

|r − r′|
(9.2)

2. Lippmann-Schwinger 方程：

|ψout⟩ = |ψin⟩+ |ψsc⟩ = |ψin⟩+
1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂ |ψout⟩ (9.3)

ψout(r) = ψin(r) + ψsc(r) = ψin(r) +
2m

h̄2

ˆ
dr′G(r, r′)V (r′)ψout(r

′) (9.4)

3. 势场力程有限时：

|r − r′| ≈ r

(
1− r · r′

r2

)
, eik|r−r′| ≈ ei(kr−k′·r′), k′ = k

r

r
(9.5)

ψout(r) ≈ ψin(r)−
1

4π

2m

h̄2
eikr

r

ˆ
dr′e−ik′·r′

V (r′)ψout(r
′) = eik·r +

eikr

r
f(θ) (9.6)

4. 散射振幅：
f(θ) = − m

2πh̄2

ˆ
dr′e−ik′·r′

V (r′)ψout(r
′) (9.7)

5. 入射波概率流密度：
jin =

∣∣∣∣ ih̄
2m

(ψin∇ψ∗
in − ψ∗

in∇ψin)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ih̄
2m

(−2ik)
∣∣∣∣ = h̄k

m
(9.8)

6. 出射波概率流密度：

jrsc(θ) =

∣∣∣∣ ih̄
2m

(
ψsc

∂

∂r
ψ∗
sc − ψ∗

sc

∂

∂r
ψsc

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ih̄
2m

(−2ik) |f(θ)|
2

r2

∣∣∣∣ = h̄k

m

|f(θ)|2

r2
(9.9)

7. 微分散射截面：
σc(θ) =

wk′k

jindΩ =
jscr

2

jin
= |f(θ)|2 (9.10)

9.2 高能散射：Born 近似

1. 转移动量：
q = k′ − k, q = 2k sin θ

2
(9.11)

2. Born 近似：

f(θ) = − m

2πh̄2

ˆ
dr′e−ik′·r′

V (r′)ψin(r
′) = − m

2πh̄2

ˆ
dr′e−iq·r′

V (r′) =
m

2πh̄2
Ṽ (q) (9.12)

3. 微分散射截面：

σc(θ) = |f(θ)|2 = m2

4π2h̄2

∣∣∣∣ˆ dr′e−iq·r′
V (r′)

∣∣∣∣2 = 4m2

h̄4q2

∣∣∣∣ˆ +∞

0

r′V (r′) sin qr′dr′
∣∣∣∣2 (9.13)

4. Yukawa 势的微分散射截面：

V (r) =
Ze2

r
e−αr ⇒ σc(θ) =

4m2Z2e2

h̄4
1

(α2 + q2)2
(9.14)

5. Rutherford 散射公式：
σc(θ) =

4m2Z2e2

h̄4
1

q4
=
Z2e2

16E2

1

sin4 θ
2

(9.15)
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9.3 低能散射：分波法

1. 入射波函数：

ψin(r) = eikz = ekr cos θ =
+∞∑
l=0

(2l + 1)il · jl(kr)Pl(cos θ) =
+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)il · jl(kr)Yl0(θ)

r→∞−−−→
+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)il 1

2ikr
[
ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

]
Yl0(θ) (9.16)

2. 出射波函数：

ψout(r) = ψin(r) + ψsc(r)
r→+∞−−−−→

+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)il 1

2ikr
[
(1 + al)ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

]
Yl0(θ) (9.17)

3. 各分波的振幅不变：
|1 + al| = 1 ⇒ al = e2iδl − 1 = 2ieiδl sin δl (9.18)

4. 散射波函数：

ψsc(r) =
+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)il 1

kr
eiδl sin δlei(kr−lπ/2)Yl0(θ) =

+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)

k
eiδl sin δlYl0(θ)

eikr

r
(9.19)

5. 散射振幅：

f(θ) =
+∞∑
l=0

fl(θ) =
+∞∑
l=0

√
4π(2l + 1)

k
eiδl sin δlYl0(θ) =

+∞∑
l=0

2l + 1

k
eiδl sin δlPl(cos θ) (9.20)

6. 微分散射截面：

σc(θ) = |f(θ)|2 = 4π

k2

∣∣∣∣∣
+∞∑
l=0

√
2l + 1eiδl sin δlYl0(θ)

∣∣∣∣∣
2

(9.21)

7. 总散射截面：

σtot =

ˆ
σc(θ)dΩ =

4π

k2

+∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl (9.22)

8. 光学定理：

Imf(0) =
+∞∑
l=0

2l + 1

k
sin2 δl =

k

4π
σtot (9.23)

9. 求解相移 δl：
(1) 求解散射区域径向方程：

1

r2
d
dr

(
r2

dRl

dr

)
+

(
k2 − l(l + 1)

r2
− 2mV (r)

h̄2

)
Rl = 0 (9.24)

(2) 与边界条件比较：

Rl(kr)
r→∞−−−→

√
4π(2l + 1)il 1

2ikr
[
e2iδlei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

]
= Dl

1

kr
sin
(
kr − lπ

2
+ δl

)
(9.25)
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10 力学量本征值的代数解法

10.1 一维谐振子能量的本征谱

1. 谐振子升降算符：
â† =

1√
2h̄mω

(mωx̂− ip̂), â =
1√

2h̄mω
(mωx̂+ ip̂) (10.1)

x̂ =

√
h̄

2mω
(â† + â), p̂ = i

√
mωh̄

2
(â† − â) (10.2)

Ĥ = h̄ω

(
â†â+

1

2

)
(10.3)

2. 对易关系：
[â, â†] = 1, [n̂, â] = −â, [n̂, â†] = â† (10.4)

3. 能量本征态：
n̂ |n⟩ = n |n⟩ , |n⟩ = 1√

n!

(
â†
)n |0⟩ , ⟨n|n′⟩ = δnn′ (10.5)

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩ , â |n⟩ =

√
n |n− 1⟩ (10.6)

4. 本征函数：
â |0⟩ = 0 ⇒ ⟨x|â|0⟩ = 0 ⇒

ˆ
dx′ ⟨x|â|x′⟩ ⟨x′|0⟩ = 0 (10.7)

⇒ 1√
2h̄mω

(
mωx+ h̄

d
dx

)
ψ0(x) = 0 ⇒ ψ0(x) =

√
α

π1/4
e− 1

2α
2x2 (10.8)

ψn(x) = ⟨x|n⟩ = 1√
n!

⟨x|
(
â†
)n |0⟩ = 1√

n!

(
â†
)n
ψ0(x) =

1√
n!

(
â†
)n √

α

π1/4
e− 1

2α
2x2 (10.9)

5. 能量：
En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, n = 0, 1, 2, . . . (10.10)

10.2 角动量算符的本征谱

1. 角动量升降算符：
Ĵ+ = Ĵx + Ĵy, Ĵ− = Ĵx − iĴy (10.11)

Ĵx =
1

2
(Ĵ+ + Ĵ−), Ĵy =

1

2i(Ĵ+ − Ĵ−) (10.12)

2. 对易关系： [
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2h̄Ĵz,

[
Ĵz, Ĵ±

]
= ±h̄Ĵ± (10.13)

3. 角动量本征态：
Ĵ2 |jm⟩ = j(j + 1)h̄2 |jm⟩ , j = 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2, . . . (10.14)

Ĵz |jm⟩ = mh̄ |jm⟩ , m = 0,±1, . . . ,±j (10.15)

4. 矩阵元公式：

⟨j(m+ 1)|Ĵ+|jm⟩ = h̄
√
j(j + 1)−m(m+ 1) (10.16)

⟨j(m− 1)|Ĵ−|jm⟩ = h̄
√
j(j + 1)−m(m− 1) (10.17)

⟨j(m+ 1)|Ĵx|jm⟩ = h̄

2

√
j(j + 1)−m(m+ 1) (10.18)

⟨j(m− 1)|Ĵx|jm⟩ = h̄

2

√
j(j + 1)−m(m− 1) (10.19)

⟨j(m+ 1)|Ĵy|jm⟩ = − ih̄
2

√
j(j + 1)−m(m+ 1) (10.20)

⟨j(m− 1)|Ĵy|jm⟩ = ih̄
2

√
j(j + 1)−m(m− 1) (10.21)
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10.3 角动量耦合和 CG 系数

1. 两个角动量耦合：
Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2 (10.22)

2. 耦合表象角动量本征态：

Ĵ2
1 |j,m⟩ = j1(j1 + 1)h̄2 |j,m⟩ (10.23)

Ĵ2 |j,m⟩ = j2(j2 + 1)h̄2 |j,m⟩ (10.24)

Ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1)h̄2 |j,m⟩ (10.25)

Ĵz |j,m⟩ = mh̄ |j,m⟩ (10.26)

3. CG 系数：
|jm⟩ =

∑
m1m2

⟨j1m1, j2m2|jm⟩ |j1m1⟩ ⊗ |j2m2⟩ (10.27)

4. CG 系数的性质：
(1) 非零性：

⟨j1m1, j2m2|jm⟩ = δm(m1+m2) ⟨j1m1, j2(m−m1)|jm⟩ (10.28)

(2) 幺正性： ∑
m1m2

⟨j1m1, j2m2|j′m⟩ ⟨j1m1, j2m2|jm⟩ = δj′j (10.29)

(3) 实数性： ∑
jm

⟨j1m1, j2m2|jm⟩ ⟨j1m′
1, j2m

′
2|jm⟩ = δm1m′

1
δm2m′

2
(10.30)

(4) 对称性：

⟨j1m1, j2m2|j3m3⟩ = (−1)j1+j2−j3 ⟨j1m1, j2 −m2|j3 −m3⟩ (10.31)

= (−1)j1+j2−j3 ⟨j2m2, j1m1|j3m3⟩ (10.32)

= (−1)j1−m1

√
2j3 + 1

2j2 + 1
⟨j1m1, j3 −m3|j2 −m2⟩ (10.33)

= (−1)j2+m2

√
2j3 + 1

2j2 + 1
⟨j3 −m3, j2m2|j1 −m1⟩ (10.34)

= (−1)j1−m1

√
2j3 + 1

2j2 + 1
⟨j3m3, j1 −m1|j2m2⟩ (10.35)

= (−1)j2+m2

√
2j3 + 1

2j1 + 1
⟨j2 −m2, j3m3|j1m1⟩ (10.36)
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11 二次量子化

11.1 粒子数表象

11.1.1 多体波函数

1. 单粒子波函数：箱归一化

φ̃n1,n2,n3,↑(x, y, z, ↑) =
1√
V

exp
(

i2π
L

(n1x+ n2y + n3z)

)(
1

0

)
(11.1)

φ̃n1,n2,n3,↓(x, y, z, ↓) =
1√
V

exp
(

i2π
L

(n1x+ n2y + n3z)

)(
0

1

)
(11.2)

2. Bose 子多体波函数表象：

ψk1,...,kN
(q1, . . . , qN ) =

√
n1!n2! · · ·nN !

N !

∑
{P̂}

φk1

(
qP (1)

)
· · ·φkN

(
qP (N)

)
(11.3)

3. Fermi 子多体波函数表象：

ψk1,...,kN
(q1, . . . , qN ) =

1√
N !

∑
P̂

(−1)P̂φk1

(
qP (1)

)
· · ·φkN

(
qP (N)

)
(11.4)

=
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φk1
(q1) φk1

(q1) · · · φkN
(q1)

φk2
(q2) φk1

(q2) · · · φkN
(q2)

...
... . . . ...

φk1
(qN ) φk1

(qN ) · · · φkN
(qN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(11.5)

11.1.2 产生和湮灭算符

1. 产生和湮灭算符：
â†α |0⟩ = |nα = 1⟩ , âα |nα = 1⟩ = |0⟩ , âα |0⟩ = 0 (11.6)

2. 粒子数算符：
n̂α = â†αâα (11.7)

3. 对易关系：
[âα, â

†
β] = δαβ, [âα, âβ] = [â†α, â

†
β] = 0 (11.8)

{ĉα, ĉ†β} = δαβ, {ĉα, ĉβ} = {ĉ†α, ĉ
†
β} = 0 (11.9)

4. Bose 子多体粒子数表象：

|n1 · · ·nN ⟩ = 1√
n1! · · ·nN !

(â†1)
n1 · · · (â†N )nN |0⟩ (11.10)

â†α |n1 · · ·nα · · ·nN ⟩ =
√
nα + 1 |n1 · · · (nα + 1) · · ·nN ⟩ (11.11)

âα |n1 · · ·nα · · ·nN ⟩ =
√
nα |n1 · · · (nα − 1) · · ·nN ⟩ (11.12)

5. Fermi 子多体粒子数表象：
|n1 · · ·nN ⟩ , nk = 1 or 0 (11.13)

â†α |n1 · · ·nα · · ·nN ⟩ = (−1)

α−1∑
i=1

ni

|n1 · · · 1α · · ·nN ⟩ δnα0 (11.14)

âα |n1 · · ·nα · · ·nN ⟩ = (−1)

α−1∑
i=1

ni

|n1 · · · 0α · · ·nN ⟩ δnα1 (11.15)
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11.2 Bose 子单体和二体算符的表达式

11.2.1 单体算符

1. 单体算符：
F̂ =

∑
αβ

fαβ â
†
αâβ (11.16)

fαβ = ⟨φkα
(q1)|f̂(q1)|φkβ

(q1)⟩ (11.17)

2. 单体算符的矩阵元：
⟨ψn′

1···n′
N
, F̂ψn1···nN

⟩ = N ⟨ψn′
1···n′

N
, f̂(q1)ψn1···nN

⟩ (11.18)

(1) F 的对角矩阵元：
⟨F ⟩ = ⟨· · ·nj · · ·ni · · · |F̂ | · · ·ni · · ·nj · · ·⟩ =

∑
i

nifii (11.19)

(2) F 的非对角矩阵元：

⟨· · · (nj − 1) · · · (ni + 1) · · · |F̂ | · · ·ni · · ·nj · · ·⟩ =
√
(ni + 1)njfij (11.20)

11.2.2 二体算符

1. 二体算符：
Ĝ =

1

2

∑
α′β′

∑
αβ

gα′β′,αβ â
†
α′ â

†
β′ âβ âα (11.21)

gα′β′,αβ = ⟨φkα′ (q1)φkβ′ (q2) |ĝ(q1, q2)|φkα
(q1)φkβ

(q2)⟩ (11.22)

2. 二体算符的矩阵元：

⟨ψn′
1···n′

N
, Ĝψn1···nN

⟩ = N(N − 1)

2

〈
ψn′

1···n′
N
, ĝ(q1, q2)ψn1···nN

〉
(11.23)

(1) G 的对角矩阵元：

⟨G⟩ = ⟨· · ·nj · · ·ni · · · |Ĝ| · · ·ni · · ·nj · · ·⟩ =
1

2

∑
i≠j

ninj(gij,ij + gij,ji) +
1

2

∑
i

ni(ni − 1)gii,ii (11.24)

(2) G 的非对角矩阵元：
a. (i, j) → (k, l)：

⟨· · · (nl + 1) · · · (nk + 1) · · · (nj − 1) · · · (ni − 1) · · · |Ĝ| · · ·ni · · ·nj · · ·nk · · ·nl · · ·⟩

=
√
ninj(nk + 1)(nl + 1)(gkl,ij + gkl,ji) (11.25)

b. (i, j) → (k, k)：

⟨· · · (nk + 2) · · · (nj − 1) · · · (ni − 1) · · · |Ĝ| · · ·ni · · ·nj · · ·nk · · ·⟩

=
√
ninj(nk + 1)(nk + 2)gkk,ij (11.26)

c. (i, i) → (k, k)：

⟨· · · (nk + 2) · · · (ni − 2) · · · |Ĝ| · · ·ni · · ·nk · · ·⟩

=
1

2

√
ni(ni − 1)(nk + 1)(nk + 2)gkk,ii (11.27)

d. j → k：

⟨· · · (nk + 1) · · · (nj − 1) · · · |Ĝ| · · ·nj · · ·nk · · ·⟩

=
∑
α ̸=j,k

√
nj(nk + 1)nα(gkα,jα + gαk,jα) +

√
n2
k(nk + 1)njgkk,kj +

√
(nj − 1)2nj(nk + 1)gjk,jj

(11.28)
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11 二次量子化

11.3 Fermi 子单体和二体算符的表达式

11.3.1 单体算符

1. 单体算符：
F̂ =

∑
αβ

fαβ ĉ
†
αĉβ (11.29)

fαβ = ⟨φkα
(q1)|f̂(q1)|φkβ

(q1)⟩ (11.30)

2. 单体算符的矩阵元：
⟨ψn′

1···n′
N
, F̂ψn1···nN

⟩ = N ⟨ψn′
1···n′

N
, f̂(q1)ψn1···nN

⟩ (11.31)

(1) F 的对角矩阵元：

⟨F ⟩ = ⟨· · ·nj · · ·ni · · · |F̂ | · · ·ni · · ·nj · · ·⟩ =
∑
i

nifii, ni = 1 or 0 (11.32)

(2) F 的非对角矩阵元：

⟨· · · 0k · · · 1j · · · |F̂ | · · · 0j · · · 1k · · ·⟩ = (−1)

k−1∑
i=j+1

ni

fjk (11.33)

11.3.2 二体算符

1. 二体算符：
Ĝ =

1

2

∑
α′β′

∑
αβ

gα′β′,αβ ĉ
†
α′ ĉ

†
β′ ĉβ ĉα (11.34)

gα′β′,αβ = ⟨φkα′ (q1)φkβ′ (q2) |ĝ(q1, q2)|φkα
(q1)φkβ

(q2)⟩ (11.35)

2. 二体算符的矩阵元：

⟨ψn′
1···n′

N
, Ĝψn1···nN

⟩ = N(N − 1)

2

〈
ψn′

1···n′
N
, ĝ(q1, q2)ψn1···nN

〉
(11.36)

(1) G 的对角矩阵元：
⟨G⟩ = ⟨· · ·n2n1|Ĝ|n1n2 · · ·⟩ =

1

2

∑
i ̸=j

ninj(gij,ij + gij,ji) (11.37)

(2) G 的非对角矩阵元：(i, j) → (k, l)

⟨· · · 1l · · · 1k · · · 0j · · · 0i · · · |Ĝ| · · · 1i · · · 1j · · · 0k · · · 0l · · ·⟩

= (−1)

j−1∑
ν=i+1

nν+
l−1∑

ν=k+1

nν

(gkl,ij − gkl,ji) (11.38)

11.4 粒子数表象与二次量子化的关系

1. Bose 子的场算符：
ψ̂(r) =

∑
k

âkφk(r) (11.39)

[
ψ̂(r), ψ̂†(r)

]
= δ(r − r′),

[
ψ̂†(r), ψ̂†(r)

]
=
[
ψ̂(r), ψ̂(r)

]
= 0 (11.40)

2. Fermi 子的场算符：
ψ̂(r) =

∑
k

ĉkφk(r) (11.41)

{
ψ̂(r), ψ̂†(r)

}
= δ(r − r′),

{
ψ̂†(r), ψ̂†(r)

}
=
{
ψ̂(r), ψ̂(r)

}
= 0 (11.42)

3. 相关函数：
G(r1, r2; t1, t2) = −iΘ(t1 − t2) ⟨i|ψ̂(r1, t1)ψ̂

†(r2, t2)|i⟩ (11.43)
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12 形式微扰论

12.1 绘景理论

12.1.1 Schrodinger 绘景

1. 波函数：
|ψS(t)⟩ = e− i

h̄ Ĥt |ψS(0)⟩ (12.1)

2. 波函数随时间的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψS(t)⟩ = Ĥ |ψS(t)⟩ (12.2)

3. 力学量随时间的演化：
d
dt ÔS = 0 (12.3)

4. 力学量的平均值随时间的演化：
d
dt ⟨OS⟩ =

1

ih̄

〈[
ÔS , Ĥ

]〉
(12.4)

12.1.2 Heisenberg 绘景

1. 波函数：
|ψH(t)⟩ = e i

h̄ Ĥt |ψS(t)⟩ (12.5)

2. 波函数随时间的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψH(t)⟩ = 0 (12.6)

3. 力学量：
ÔH(t) = e i

h̄ ĤtÔSe− i
h̄ Ĥt (12.7)

4. 力学量随时间的演化：Heisenberg 运动方程
d
dt ÔH(t) =

1

ih̄

[
ÔH(t), Ĥ

]
(12.8)

5. 对易关系：必须等时

âαH(t)â†βH(t)− â†βH(t)âαH(t) = e i
h̄ Ĥt

(
âαS â

†
βS − â†βS âαS

)
e− i

h̄ Ĥt = δαβ (12.9)

12.1.3 相互作用绘景

1. 波函数：
|ψI(t)⟩ = e i

h̄ Ĥ0t |ψS(t)⟩ (12.10)

2. 波函数随时间的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψI(t)⟩ = Ĥ ′
I(t) |ψI(t)⟩ (12.11)

3. 力学量：
ÔI(t) = e i

h̄ Ĥ0tÔSe− i
h̄ Ĥ0t (12.12)

4. 力学量随时间的演化：
d
dt ÔI(t) =

1

ih̄

[
ÔI(t), Ĥ0

]
(12.13)

5. 对易关系：
d
dt âαI(t) =

1

ih̄

[
âαI(t),

∑
β

h̄2k2β
2m

â†βI(t)âβI(t)

]
=

1

ih̄
h̄2k2α
2m

âαI(t) (12.14)

⇒ âαI(t) = âαI(0)e−
i
h̄ εαt = âαSe− i

h̄ εαt, εα =
h̄2k2α
2m

(12.15)

âαI(t)â
†
βI(t

′)− â†βI(t
′)âαI(t) = δαβe i

h̄ εα(t′−t) (12.16)
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12.2 形式微扰论

1. 相互作用绘景下的时间演化算符：
|ψI(t)⟩ = Û(t, t0) |ψI(t0)⟩ (12.17)

Û(t0, t0) = Î , Û(t, t0) = Û(t, t1)Û(t1, t0), Û †(t, t0)Û(t, t0) = Î (12.18)

2. 时间演化算符的方程：
ih̄ ∂
∂t
Û(t, t0) = V̂I(t)Û(t, t0) (12.19)

Û(t, t0) = Î +
1

ih̄

ˆ t

t0

dt′V̂I(t
′)Û(t′, t0) (12.20)

3. 迭代求解：

Û(t, t0) = Î +
1

ih̄

ˆ t

t0

dt′V̂I(t
′) +

(
1

ih̄

)2 ˆ t

t0

dt′
ˆ t′

t0

dt′′V̂I(t
′)V̂I(t

′′) + · · · (12.21)

4. 编时算符：
P̂ V̂I(t1) · · · V̂ (tn) = V̂I(tmax) · · · V̂I(tmin) (12.22)

P̂

ˆ t

t0

dt1
ˆ t

t0

dt2 · · ·
ˆ t

t0

dtnV̂I(t1) · · · V̂I(tn) = n!

ˆ t

t0

dt1
ˆ t1

t0

dt2 · · ·
ˆ tn−1

t0

dtnV̂I(t1) · · · V̂I(tn) (12.23)

5. 时间演化算符的形式解：

Û(t, t0) = P̂ exp
(

1

ih̄

ˆ t

t0

dt′V̂I(t
′)

)
(12.24)

6. 微扰的绝热近似：
V̂I(t) = e i

h̄ Ĥ0tV̂Se−s|t|e− i
h̄ Ĥ0t, s→ 0+ (12.25)

7. 形式微扰论：
(1) 散射问题：

|ψI(+∞)⟩ = Û(+∞,−∞) |ψI(−∞)⟩ (12.26)

(2) 一般微扰问题：
|ψI(0, s)⟩ = Û(0,−∞) |ψI(−∞)⟩ (12.27)

12.3 散射矩阵

12.3.1 跃迁矩阵

1. 入射态和出射态：
|ψin⟩ = |k⟩ , |ψout⟩ = |ψin⟩+

1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂ |ψout⟩ (12.28)

2. 跃迁算符：
T̂ |ψin⟩ = V̂ |ψout⟩ (12.29)

T̂ = V̂ + V̂
1

Eα − Ĥ0 + iϵ
T̂ (12.30)

T̂ = V̂ + V̂
1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂ + V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂

1

E − Ĥ0 + iϵ
V̂ + · · · (12.31)

3. 散射振幅：

f(θ) = − m

2πh̄2

ˆ
dr′e−ik′·r′

V (r′)ψout(r
′) = − m

2πh̄2
⟨k′|V̂ |ψout⟩ = − m

2πh̄2
⟨k′|T̂ |k⟩ (12.32)

4. 微分散射截面：
σc(θ) = |f(θ)|2 = m2

4π2h̄4

∣∣∣⟨k′|T̂ |k⟩
∣∣∣2 (12.33)
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12.3.2 散射矩阵

1. 入射态和出射态：
|ψI(−∞)⟩ = |kα⟩ , |ψI(+∞)⟩ =

∑
β

bβ |kβ⟩ (12.34)

2. 散射算符：
Ŝ = Û(+∞,−∞), Ŝ†Ŝ = Î (12.35)

3. 散射概率：
Wβα = |bβ|2 = |Sβα|2 (12.36)

4. 散射算符的形式解：

Ŝ = Î +
1

ih̄

ˆ +∞

−∞
dt′V̂I(t

′) +

(
1

ih̄

)2 ˆ +∞

−∞
dt′
ˆ +∞

−∞
dt′′V̂I(t

′)V̂I(t
′′) + · · · (12.37)

5. 散射矩阵元的各级近似：ϵ = h̄s

S
(0)
βα = δαβ (12.38)

S
(1)
βα = −2πiδ(Eβ − Eα)⟨kβ|V̂ |kα⟩ (12.39)

S
(2)
βα = −2πiδ(Eβ − Eα)

〈
kβ

∣∣∣∣V̂ 1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂

∣∣∣∣kα

〉
(12.40)

S
(n)
βα = −2πiδ(Eβ − Eα)

〈
kβ

∣∣∣∣V̂ 1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂

1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂ · · · V̂

∣∣∣∣kα

〉
(12.41)

6. 散射矩阵元：
Sβα = δβα − 2πiδ(Eβ − Eα)⟨kβ|T̂ |kα⟩ (12.42)

T̂ = V̂ + V̂
1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂ + V̂

1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂

1

Eα − Ĥ0 + iϵ
V̂ + · · · (12.43)

7. 在壳条件：
Eβ = Eα (12.44)

12.4 散射截面

12.4.1 箱归一化波函数的散射截面

1. 箱归一化波函数：
⟨r|k⟩ = 1√

V
e−ik·r (12.45)

2. 微分散射截面：
σc(θ) = V 2|f(θ)|2 = m2V 2

4π2h̄4

∣∣∣⟨kβ|T̂ |kα⟩
∣∣∣2 (12.46)

12.4.2 球对称波函数的散射截面

1. 球对称波函数：

⟨r|En⟩ = Ceik·r =

√
km

(2π)3h̄2
eik·r (12.47)

2. 微分散射截面：

σc(θ) =
1

|C|4
|f(θ)|2 = 1

|C|4
m2

4π2h̄4

∣∣∣⟨Eβnβ|T̂ |Eαnα⟩
∣∣∣2 = (2π)4

k4

∣∣∣⟨Eβnβ|T̂ |Eαnα⟩
∣∣∣2 (12.48)
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12.5 分波法

1. 散射矩阵对于 |lm⟩ 是对角化的：

⟨Eβl
′m′|Ŝ|Eαlm⟩ = S

(l)
βαδl′lδm′m (12.49)

2. 弹性散射矩阵元：

⟨Eαnβ|Ŝ|Eαnα⟩ =
∑
lm

∑
l′m′

⟨nβ|l′m′⟩⟨l′m′|Ŝαα(Eα)|lm⟩⟨lm|nα⟩

=
∑
lm

∑
l′m′

Yl′m′(nβ)S
(l)
αα(Eα)δl′lδm′mY

∗
lm(nα)

=
∑
lm

Ylm(n′)Y ∗
lm(n)S(l)

αα(Eα) =
∑
l

2l + 1

4π
S(l)
αα(Eα)Pl(cos θ) (12.50)

3. 弹性微分散射截面：

σc(θ) =
(2π)4

k4

∣∣∣⟨Eβnβ|T̂ |Eαnα⟩
∣∣∣2 = (2π)4

k4

∣∣∣∣∣
〈
Eβnβ

∣∣∣∣∣ Ŝ − Î

2πi

∣∣∣∣∣Eαnα

〉∣∣∣∣∣
2

=
4π2

k4

∣∣∣∣∣∑
l

2l + 1

4π
S(l)
αα(Eα)Pl(cos θ)−

∑
lm

⟨nβ|lm⟩ ⟨lm|nα⟩

∣∣∣∣∣
2

=
1

4k2

∣∣∣∣∣∑
l

(2l + 1)
(
1− S(l)

αα(Eα)
)
Pl(cos θ)

∣∣∣∣∣
2

(12.51)

4. 弹性总散射截面：

σe =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

σc(θ) sin θdθdφ =
π

k2

∑
l

(2l + 1)
∣∣1− S(l)

αα(Eα)
∣∣2 =∑

l

σ(l)
e (12.52)

5. 非弹性总散射截面：

σr =
π

k2

∑
l

(2l + 1)
∑
β ̸=α

∣∣∣S(l)
βα

∣∣∣2 = π

k2

∑
l

(2l + 1)
(
1−

∣∣S(l)
αα(Eα)

∣∣2) =
∑
l

σ(l)
r (12.53)

6. 总散射截面：
σtot = σe + σr =

2π

k2

∑
l

(2l + 1)(1− ReS(l)
αα(Eα)) (12.54)

7. 光学定理：
Imf(0) = 1

2k

∑
l

(2l + 1)(1− ReS(l)
αα(Eα)) =

k

4π
σtot (12.55)

8. l 分波弹性散射总截面：

σ(l)
r = 0 ⇒

∣∣S(l)
αα(Eα)

∣∣ = 1 ⇒ S(l)
αα(Eα) = ei2δl(Eα) (12.56)

σ(l)
e =

π

k2
(2l + 1)

∣∣1− ei2δl(Eα)
∣∣2 = 4π

k2
(2l + 1) sin2 δl(Eα) (12.57)
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13 角动量理论

13.1 三维空间转动群及其表示

13.1.1 转动算符

1. 轨道角动量转动算符：
R̂(n, θ) = exp

(
−iθn · L̂

)
(13.1)

2. 总角动量转动算符：
R̂(n, θ) = exp

(
−iθn · Ĵ

)
(13.2)

13.1.2 角动量本征态的转动和 D 函数

1. 角动量本征态的转动：

R̂(n, θ) |jm⟩ = e−iθn·Ĵ |jm⟩ =
∑
j′m′

|j′m′⟩ ⟨j′m′| e−iθn·Ĵ |jm⟩ δjj′

=
∑
m′

|jm′⟩ ⟨jm′| e−iθn·Ĵ |jm⟩ =
∑
m′

Dj
m′m(n, θ) |jm′⟩ (13.3)

2. 转动算符分解为三个 Euler 角转动的乘积：

R̂(n, θ) = e−iγĴz′′ e− i
h̄βĴy′ e−iαĴz = e−iαĴze−iβĴye−iγĴz (13.4)

3. D 函数：

Dj
m′m(α, β, γ) = ⟨jm′| e−iθn·Ĵ |jm⟩ = ⟨jm′| e−iαĴze−iβĴye−iαĴz |jm⟩

= e−i(m′α+mγ) ⟨jm′| e−iβĴy |jm⟩ = e−i(m′α+mγ)djm′m(β) (13.5)

4. d 函数的一般表达式：ν 的取值应保证各因子为非负整数

djm′m(β) = [(j +m)!(j −m)!(j +m′)!(j −m′)!]1/2

×
∑
ν

[(−1)ν(j −m′ − ν)!(j +m− ν)!(ν +m′ −m)!ν!]−1

×
(

cos β
2

)2j+m−m′−2ν (
− sin β

2

)m′−m+2ν

(13.6)

5. d 函数的性质：
(1) djm′m(−β) = djmm′(β) (13.7)

(2) djm′m(−β) = (−1)m
′−mdjm′m(β) (13.8)

(3) djmm′(β) = (−1)m
′−mdjm′m(β) (13.9)

(4) dj−m,−m′(β) = djm′m(β) (13.10)

(5) djm′m(π) = djm′m(−π) = (−1)j−mδm′,−m (13.11)

(6) djm′m(β + π) = (−1)j+m′
dj−m′,m(β) (13.12)

6. D 函数的性质：
(1) Dj

m′m(−γ,−β,−α) = Dj∗
mm′(α, β, γ) (13.13)

(2) Dj∗
mm′(α, β, γ) = (−1)m−m′

Dj
−m,−m′(α, β, γ) (13.14)

(3) Dj
m′m(−γ,−β,−α) = (−1)m−m′

Dj
−m,−m′(α, β, γ) (13.15)

(4)
∑
m1

Dj∗
m1m′(α, β, γ)Dj

m1m
(α, β, γ) = δm′m (13.16)
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13 角动量理论

7. D 函数的耦合公式：

⟨j1µ1, j2(µ− µ1)|jµ⟩Dj
µm =

∑
m1

⟨j1m1, j2(m−m1)|jm⟩Dj1
sm1

Dj2
µ−µ1,m−m1

(13.17)

8. D 函数的分解公式：∑
j

⟨j1µ1, j2µ2|j(µ1 + µ2)⟩ ⟨j1m1, j2m2|j(m1 +m2)⟩Dj
µ1+µ2,m1+m2

= Dj1
µ1m1

Dj2
µ2m2

(13.18)

9. D 函数的积分公式：

K =

ˆ 2π

0

dα
ˆ π

0

sinβdβ
ˆ 2π

0

dγDj1∗
m1k1

(α, β, γ)Dj2
m2k2

(α, β, γ) =
8π2

2j1 + 1
δj1j2δm1m2

δk1k2
(13.19)

13.2 陀螺的转动谱

13.2.1 陀螺角动量的对易关系

1. 粒子固定于实验室系，主轴系从实验室系旋转到特定位置：粒子被动旋转

⟨θ, φ|jm⟩ = ⟨θ′, φ′|ψ′⟩ = eiθn·Ĵ ⟨θ′, φ′|jm⟩ =
∑
k

Dj∗
mk(α, β, γ) ⟨θ

′, φ′|jk⟩ (13.20)

2. 粒子固定于实验室系，主轴系绕 n1 转动无穷小角度：刚体主动旋转，粒子被动旋转

⟨θ, φ|jm⟩ =
∑
k

(
e−iδn1·ÎDj∗

mk(α, β, γ)
)(

eiδn1·Ĵ ⟨θ′, φ′|jk⟩
)

(13.21)

⇒
∑
k

(
n1 · Î

)
Dj∗

mk(α, β, γ) |jk⟩ =
∑
k

Dj∗
mk(α, β, γ)

(
n1 · Ĵ

)
|jk⟩ (13.22)

3. n1 向主轴投影：
ÎζD

j∗
mk = kDj∗

mk (13.23)

ÎξD
j∗
mk =

1

2

(√
j(j + 1)− k(k − 1)Dj∗

m(k−1) +
√
j(j + 1)− k(k + 1)Dj∗

m(k+1)

)
(13.24)

ÎηD
j∗
mk =

1

2i

(√
j(j + 1)− k(k − 1)Dj∗

m(k−1) −
√
j(j + 1)− k(k + 1)Dj∗

m(k+1)

)
(13.25)

4. 主轴系中刚体角动量的对易关系：[
Îξ, Îη

]
= −ih̄Îζ ,

[
Îη, Îζ

]
= −ih̄Îξ,

[
Îζ , Îξ

]
= −ih̄Îη (13.26)

5. 粒子固定于主轴系，实验室系绕 n2 转动无穷小角度：刚体被动旋转，粒子被动旋转

eiδn2·Ĵ ⟨θ, φ|jm⟩ =
∑
k

e−iδn1·ÎDj∗
mk(α, β, γ) ⟨θ

′, φ′|jk⟩ (13.27)

⇒
(
n2 · Ĵ

)
⟨θ, φ|jm⟩ =

∑
k

(
n2 · Î

)
Dj∗

mk(α, β, γ) ⟨θ
′φ′|jk⟩ (13.28)

6. n2 向实验室系坐标轴投影：
ÎzD

j∗
mk = mDl∗

mk (13.29)

ÎxD
j∗
mk =

1

2

(√
j(j + 1)−m(m+ 1)Dj∗

(m+1)k +
√
j(j + 1)−m(m− 1)Dj∗

(m−1)k

)
(13.30)

ÎyD
j∗
mk =

1

2i

(√
j(j + 1)−m(m+ 1)Dj∗

(m+1)k −
√
j(j + 1)−m(m− 1)Dj∗

(m−1)k

)
(13.31)

7. 实验室系中刚体角动量的对易关系：[
Îx, Îy

]
= ih̄Îz,

[
Îy, Îz

]
= ih̄Îx,

[
Îz, Îx

]
= ih̄Îy (13.32)
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13.2.2 陀螺角动量的量子化

1. 陀螺的 Hamilton 量：

Ĥ =
Î2ξ
2Jξ

+
Î2η
2Jη

+
Î2ζ
2Jζ

(13.33)

2. 陀螺的角动量：

Îx = −ih̄
(

sinα ∂

∂β
+ cotβ cosα ∂

∂α
+

cosα
sinβ

∂

∂γ

)
(13.34)

Îy = −ih̄
(

cosα ∂

∂β
− cotβ sinα ∂

∂α
− sinα

sinβ
∂

∂γ

)
(13.35)

Îz = −ih̄ ∂

∂α
, Îζ = −ih̄ ∂

∂γ
(13.36)

Î2 = −h̄2
(

1

sinβ
∂

∂β

(
sinβ ∂

∂β

)
+

1

sin2 β

(
∂2

∂α2
+ 2 cosβ ∂2

∂α∂γ
+

∂2

∂γ2

))
(13.37)

13.2.3 对称陀螺的转动谱

1. 对称陀螺的 Hamilton 量：

Ĥ =
1

2J

(
Î2ξ + Î2η

)
+

1

2Jζ
Î2ζ =

1

2J
Î2 +

(
1

2Jζ
− 1

2J

)
Î2ζ (13.38)

2. Î2, Îz, Îζ 的共同本征态：

|IKM⟩ =
√

2I + 1

8π2
DI∗

MK(α, β, γ) (13.39)

3. 对称陀螺的转动动能：

EIK =
h̄2

2J
I(I + 1) +

h̄2K2

2

(
1

Jζ
− 1

J

)
(13.40)

4. 在适当相位规定下：
R̂ξ(π) |IMK⟩ = (−1)I |IM(−K)⟩ (13.41)

5. Î2, Îz, Î2ζ , R̂ξ(π) 的共同本征态：K > 0

|IMK,+1⟩ = 1√
2

(
|IMK⟩+ (−1)I |IM(−K)⟩

)
(13.42)

|IMK,−1⟩ = 1√
2

(
|IMK⟩ − (−1)I |IM(−K)⟩

)
(13.43)

6. 旋称：
R̂ξ(π) |IMKr⟩ = r |IMKr⟩ , r = ±1 (13.44)

13.2.4 非对称陀螺的转动谱

1. 非对称陀螺的 Hamilton 量：

Ĥ = α1Î
2
ξ + α2Î

2
η + α3Î

2
ζ =

[
1

2
(α1 + α2)

(
Î2 − Î2ζ

)
+ α3Î

2
ζ

]
+

1

4
(α1 − α2)(Î

2
+ + Î2−) (13.45)

2. Ĥ 的对角元：
⟨IMK|Ĥ|IMK⟩ = 1

2
(α1 + α2)

[
I(I + 1)−K2

]
+ α3K

2 (13.46)

3. Ĥ 的非对角元：

⟨IM(K + 2)|Ĥ|IMK⟩ = 1

4
(α1 − α2)

√
I(I + 1−K(K + 1))

√
I(I + 1)− (K + 1)(K + 2) (13.47)

⟨IM(K − 2)|Ĥ|IMK⟩ = 1

4
(α1 − α2)

√
I(I + 1−K(K − 1))

√
I(I + 1)− (K − 1)(K − 2) (13.48)
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13.3 不可约张量算符

1. 不可约张量算符族：

R̂T̂ j
mR̂

−1 =

j∑
m′=−j

Dj
m′m(R̂)T̂ j

m′ (13.49)

2. 不可约张量算符族的等价定义：[
Ĵz, T̂

j
m

]
=
∑
m′

⟨jm′|Ĵz|jm⟩ T̂ j
m′ = mT̂ j

m (13.50)

[
Ĵ+, T̂

j
m

]
=
∑
m′

⟨jm′|Ĵ+|jm⟩ T̂ j
m′ =

√
j(j + 1)−m(m+ 1)T̂ j

m+1 (13.51)[
Ĵ−, T̂

j
m

]
=
∑
m′

⟨jm′|Ĵ−|jm⟩ T̂ j
m′ =

√
j(j + 1)−m(m− 1)T̂ j

m−1 (13.52)

3. 一阶不可约张量算符族：

T̂ 1
−1 =

1√
2

(
T̂x − iT̂y

)
=

1√
2
T̂−, T̂ 1

0 = T̂z, T̂ 1
1 = − 1√

2

(
T̂x + iT̂y

)
= − 1√

2
T̂+ (13.53)

4. 两个不可约张量算符族的张量积：

T̂ j
m =

[
T̂ j1 × T̂ j2

]j
m
=

j1∑
m1=−j1

⟨j1m1, j2(m−m1)|jm⟩ T̂ j1
m1
T̂ j2
m−m1

(13.54)

5. 同阶不可约张量算符族的内积： 〈
T̂ j , Ŝj

〉
=

j∑
m=−j

(−1)−mT̂ j
mT̂

j
−m (13.55)

[
T̂ j , Ŝj

]0
0
=
∑
m

⟨jm, j(−m)|00⟩ T̂ j
mT̂

j
−m =

∑
m

(−1)j−m

√
2j + 1

T̂ j
mT̂

j
−m =

(−1)j√
2j + 1

〈
T̂ j , Ŝj

〉
(13.56)

6. 不可约张量算符和角动量本征态的耦合：是 (Ĵ2, Ĵz) 的本征态

|α̃jm⟩ =
∑
q

⟨j1q, j2(m− q)|jm⟩ T̂ j1
q |αj2(m− q)⟩ (13.57)

13.4 Wigner-Eckart 定理

1. Wigner-Eckart 定理：

⟨α′j′m′|T̂ k
q |α̃jm⟩ = 1√

2j′ + 1
⟨kq, jm|j′m′⟩ ⟨α′j′∥T̂ k∥α̃j⟩ (13.58)

2. 约化矩阵元：与磁量子数无关

⟨α′j′∥T̂ k∥α̃j⟩ = 1√
2j′ + 1

∑
µ

⟨α′j′µ|α̃j′µ⟩ (13.59)

3. 一阶不可约张量的投影定理：

δJ ′JδM ′(M+µ) ⟨J ′M ′|T̂µ|JM⟩ = ⟨JM ′|Ĵµ ⟨Ĵ , T̂ ⟩ |JM⟩
J(J + 1)

(13.60)

4. 一阶不可约张量的因式分解定理：

⟨JM ′|Ĵµ ⟨Ĵ , T̂ ⟩ |JM⟩ = 1√
2J + 1

⟨JM ′|Ĵµ|JM⟩ ⟨J∥ ⟨Ĵ , T̂ ⟩ ∥J⟩ (13.61)

5. 一阶不可约张量矩阵元的一般公式：

δJ ′JδM ′(M+µ) ⟨J ′M ′|T̂µ|JM⟩ = ⟨J∥ ⟨Ĵ , T̂ ⟩ ∥J⟩
J(J + 1)

√
2J + 1

⟨JM ′|Ĵµ|JM⟩ (13.62)
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14 量子体系的对称性

14.1 对称性与守恒量

1. 对称变换：
r′ = ρ̂(r), ψ′ = Q̂ψ (14.1)

ψ′(r′) = ψ(r), Ĥ(r′) = Ĥ(r) (14.2)

[Q̂, Ĥ] = 0 (14.3)

2. Wigner 定理：对称变换只能是幺正变换或反幺正变换

(1) 幺正变换： ⟨Q̂ψ|Q̂ϕ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩ ⇒ Q̂(a |ϕ1⟩+ b |ϕ2⟩) = aQ̂ |ϕ1⟩+ bQ̂ |ϕ2⟩ (14.4)

(2) 反幺正变换： ⟨Q̂ψ|Q̂ϕ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩∗ ⇒ Q̂(a |ϕ1⟩+ b |ϕ2⟩) = a∗Q̂ |ϕ1⟩+ b∗Q̂ |ϕ2⟩ (14.5)

3. 平移算符：
D̂(r) = exp

(
− i
h̄
r · p̂

)
(14.6)

4. 空间平移对称性：
r′ = r + δr, ψ′ = D̂ψ (14.7)

ψ′(r′) = ψ(r) ⇒ D̂ψ(r) = ψ(r − δr) =
[
Î − δr∇+O(δr2)

]
ψ(r) (14.8)[

D̂, Ĥ
]
= 0 ⇒

[
−δr∇+O(δr2), Ĥ

]
= 0 ⇒

[
−∇, Ĥ

]
= 0 ⇒

[
p̂, Ĥ

]
= 0 (14.9)

5. 转动算符：
R̂(n, θ) = exp

(
− i
h̄
θn · L̂

)
(14.10)

6. 空间转动对称性：
r′ = r + δθn× r, |ψ′⟩ = R̂ |ψ⟩ (14.11)

ψ′(r′) = ψ(r) ⇒ R̂ψ(r) = ψ(r − δθn× r) =
[
Î − (δθn× r) · ∇+O(δθ2)

]
ψ(r) (14.12)[

R̂, Ĥ
]
= 0 ⇒

[
−(δθn× r) · ∇+O(δθ2)

]
= 0 ⇒

[
−n · (r ×∇), Ĥ

]
= 0 ⇒

[
n · L̂, Ĥ

]
= 0 (14.13)

14.2 对称性与量子态的分类

1. 对称变换后的本征态：
|ψ̃i

ν⟩ = Q̂ |ψi
ν⟩ =

∑
µ

Di
µν(Q̂) |ψi

µ⟩ (14.14)

2. Di(Q̂) 构成对称群 G 的一个 fi 维幺正线性表示：
(1) 群表示：

Q̂1Q̂2 |ψi
ν⟩ =

∑
µ

Dµν(Q̂1Q̂2) |ψi
µ⟩ (14.15)

Q̂1Q̂2 |ψi
ν⟩ =

∑
µ1

Di
µ1ν

(Q̂2)(Q̂1 |ψi
µ1
⟩) =

∑
µ

∑
µ1

Di
µµ1

(Q̂)Di
µ1ν

(Q̂2) |ψi
µ⟩ (14.16)

⇒ Di
µν(Q̂1Q̂2) =

∑
µ1

Di
µµ1

(Q̂)Di
µ1ν

(Q̂2) =
[
Di(Q̂1)D

i(Q̂2)
]
µν

(14.17)

(2) 幺正性：
⟨ψi

ν |ψi
µ⟩ = ⟨Q̂ψi

ν |Q̂ψi
µ⟩ = δνµ (14.18)

⟨Q̂ψi
ν |Q̂ψi

µ⟩ =
∑
α

∑
β

Di∗
βν(Q̂)Di

αµ(Q̂) ⟨ψi
β|ψi

α⟩ =
∑
α

Di∗
αν(Q̂)Di

αµ(Q̂) (14.19)

⇒
∑
α

Di†
να(Q̂)Di

αµ =
∑
α

Di∗
αν(Q̂)Dαµ(Q̂) = δνµ (14.20)
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14.3 对称性与选择定则

1. 不等价不可约对称群表示波函数的内积：

⟨ψi
ν |ϕi

µ⟩ = δijδνµCi (14.21)

2. 标量算符的矩阵元：
⟨ψi

ν |F̂ ϕi
µ⟩ = δijδµνFi (14.22)

3. 不可约张量算符的矩阵元：若 Dk ⊗Dj 不含表示 Di

⟨ψi
ν |T̂ k

q ψ
i
µ⟩ = 0 (14.23)

4. 实际问题中算符可以写成若干不可约张量算符之和：

Ô =
∑
kq

CkqÔ
k
q (14.24)

14.4 对称性与简并微扰论

1. 微扰下体系的 Hamilton 量：
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ (14.25)

2. 微扰下 F |G 按照 G ⊂ G0 的不可约表示 L 分解：

F |G =
⊕
k

akLk (14.26)

3. 能级劈裂条数：
N =

∑
k

ak (14.27)

4. 能级的剩余简并度：
fk = dim(Lk) (14.28)
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15 时间反演对称性

15.1 时间反演态

1. 时间反演的经典力学对应：

⟨ψ|r̂|ψ⟩ = ⟨ψ′|r̂|ψ′⟩ , ⟨ψ|p̂|ψ⟩ = −⟨ψ′|p̂|ψ′⟩ , ⟨ψ|L̂|ψ⟩ = −⟨ψ′|L̂|ψ′⟩ (15.1)

2. 时间反演不变性：
Ĥ∗ = Û †ĤÛ ⇒ [T̂ , Ĥ] = 0 (15.2)

3. 复共轭算符：
K̂ |ψ⟩ = |ψ⟩∗ (15.3)

4. 时间反演算符：
T̂ = ÛK̂ (15.4)

15.2 T̂ 2 本征值与统计性

1. T̂ 2 的本征值：
T̂ 2 = cÎ, c = ±1 (15.5)

2. 无自旋粒子：
T̂ = K̂, T̂ 2 = Î , c = 1 (15.6)

3. 自旋 1/2 粒子：
T̂ = −iσyK̂, T̂ 2 = −Î , c = −1 (15.7)

4. Bose 子组成的多体系 c = 1，N 个 Fermi 子组成的多体系 c = (−1)N

5. 角动量为 J 的体系：
T̂ |JM⟩ = (−1)J−M |J(−M)⟩ (15.8)

T̂ 2 |JM⟩ = (−1)2J |JM⟩ (15.9)

15.3 Kramers 简并

1. 奇数个 Fermi 子体系：|T̂ψ⟩ 和 |ψ⟩ 正交

⟨T̂ψ|ψ⟩ = −⟨T̂ψ|ψ⟩ = 0 (15.10)

2. 时间反演不变性：|T̂ψ⟩ 和 |ψ⟩ 的能量本征值相同

[T̂ , Ĥ] = 0 (15.11)

3. Kramers 简并：这一能级至少是二重简并的

15.4 力学量的分类

1. 力学量的分类：
T̂ F̂ T̂−1 = ηF̂ , η = ±1 (15.12)

2. 涉及时间反演态的矩阵元：
⟨µ̃|F̂ |ν̃⟩ = η ⟨µ|F̂ |ν⟩

∗
(15.13)

⟨µ|F̂ |ν̃⟩ = cη ⟨µ̃|F̂ |ν⟩
∗

(15.14)
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16 混合系综

16.1 量子态的描述

1. 投影算符：
P̂n = |n⟩ ⟨n| (16.1)

P̂ †
n = P̂n, P̂ 2

n = P̂n, P̂nP̂n′ = P̂nδnn′ (16.2)

2. 算符的谱表示：
F̂ = F̂

∑
n

|n⟩ ⟨n| =
∑
n

Fn |n⟩ ⟨n| =
∑
n

FnP̂n (16.3)

3. 量子态在本征态展开：
|ψ⟩ =

∑
n

|n⟩ ⟨n|ψ⟩ =
∑
n

P̂n |ψ⟩ =
∑
n

Cn |n⟩ (16.4)

4. 量子态随时间的演化：
|ψ(t)⟩ = e− i

h̄ Ĥt |ψ(0)⟩ =
∑
n

Cne− i
h̄Ent |n⟩ (16.5)

16.2 密度矩阵

16.2.1 纯态的密度矩阵

1. 纯态密度算符：
ρ̂(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| (16.6)

ρ̂(t) =
∑
n

∑
n′

|n⟩ ⟨n|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|n′⟩ ⟨n′| =
∑
n

∑
n′

ρnn′(t) |n⟩ ⟨n′| (16.7)

ρ̂†(t) = ρ̂(t), ρ̂2(t) = ρ̂(t) (16.8)

2. 纯态密度矩阵：
ρnn′(t) = ⟨n|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|n′⟩ = Cn(t)C

∗
n′(t) (16.9)

tr(ρ) =
∑
n

|Cn(t)|2 = 1 (16.10)

3. 力学量的平均值：
⟨O⟩ = tr(ρO) = tr(Oρ) (16.11)

4. 密度算符随时间的演化：
d
dt ρ̂(t) =

1

ih̄

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
(16.12)

d
dtρnn

′(t) =
1

ih̄(En − En′)ρnn′(t) ⇒ ρnn′(t) = ρnn′(0)e−iωnn′ t (16.13)

5. 坐标表象下的密度矩阵元：
ρrr′ = ⟨r|ψ⟩ ⟨ψ|r′⟩ = ψ∗(r′)ψ(r) (16.14)

W (r) = ρrr = ψ∗(r)ψ(r) (16.15)

6. 动量表象下的密度矩阵元：
ρpp′ = ⟨p|ψ⟩ ⟨ψ|p′⟩ = ϕ∗(p′)ϕ(p) (16.16)

W (p) = ρpp = ϕ∗(p)ϕ(p) (16.17)
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16.2.2 混合态的密度矩阵

1. 混合态密度算符：
ρ̂(t) =

∑
k

pk |ψk(t)⟩ ⟨ψk(t)| =
∑
k

pkρ̂k(t) (16.18)

ρ̂†(t) = ρ̂(t), ρ̂2(t) ⩽ ρ̂(t) (16.19)

2. 混合态密度矩阵：
ρnn′(t) =

∑
k

pk ⟨n|ψk(t)⟩ ⟨ψk(t)|n′⟩ =
∑
k

pkC
k
n(t)C

k∗
n′ (t) (16.20)

tr(ρ) =
∑
k

pktr(ρk) =
∑

pk = 1 (16.21)

3. 纯度和混乱度：
P (ρ̂) = tr(ρ̂2), M(ρ̂) = 1− P (ρ̂) (16.22)

4. 力学量的平均值：
⟨O⟩ = tr(ρO) = tr(Oρ) (16.23)

5. 密度算符随时间的演化：
d
dt ρ̂(t) =

1

ih̄

[
Ĥ, ρ̂(t)

]
(16.24)

d
dtρnn

′(t) =
1

ih̄(En − En′)ρnn′(t) ⇒ ρnn′(t) = ρnn′(0)e−iωnn′ t (16.25)

16.3 复合体系

16.3.1 约化密度矩阵

1. 复合体系的线性展开：
|ψ⟩AB =

∑
iµ

aiµ |i⟩A |µ⟩B (16.26)

2. 复合体系的密度算符：

ρ̂AB = |ψ⟩ABAB ⟨ψ| =
∑
iµjν

a∗jνaiµ |i⟩A |µ⟩BA ⟨j|B ⟨ν| (16.27)

3. A 的可观测量的平均值：
⟨OA⟩ = trAB(ρABO) = trA(ρAOA) (16.28)

4. A 的约化密度算符：
ρ̂A =

∑
ijµ

aiµa
∗
jµ |i⟩AA ⟨j| = trB(ρ̂AB) (16.29)

ρ̂†A = ρ̂A, tr(ρ̂A) = 1, ρA ⩾ 0 (16.30)

trB(|a1b1⟩ ⟨a2b2|) = trB(|a1⟩ ⟨a2| ⊗ |b1⟩ ⟨b2|) = |a1⟩ ⟨a2| · ⟨b2|b1⟩ (16.31)

16.3.2 Schmidt 分解和纯化

1. Schmidt 分解定理：纯态
|ψ⟩AB =

∑
i

λi |i⟩A |i⟩B ,
∑
i

λ2
i = 1 (16.32)

2. 约化密度算符：
ρ̂A =

∑
i

λ2
i |i⟩AA ⟨i| , ρ̂B =

∑
i

λ2
i |i⟩BB ⟨i| (16.33)

3. 纯化：混合态 ρA → 纯态 |AR⟩

|AR⟩ ≡
∑
i

λi |i⟩A |i⟩R ⇒ ρ̂A = trR(|AR⟩ ⟨AR|) (16.34)
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16.4 纠缠态

16.4.1 双电子纠缠态

1. 双电子非耦合表象本征态：(Ŝ1z, Ŝ2z)

|↑↑⟩12 , |↑↓⟩12 , |↓↑⟩12 , |↓↓⟩12 (16.35)

2. 双电子耦合表象本征态：(Ŝ2, Ŝz)

|11⟩ = |↑↑⟩12 , |1− 1⟩ = |↓↓⟩12 , |10⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩12 + |↓↑⟩12) , |00⟩ = 1√

2
(|↑↓⟩12 − |↓↑⟩12) (16.36)

3. Bell 基：(σ̂1xσ̂2x)(σ̂1yσ̂2y)(σ̂1zσ̂2z) = −1

|ψ±⟩ = 1√
2
(|↑↓⟩12 ± |↓↑⟩12) , |φ±⟩ = 1√

2
(|↑↑⟩12 ± |↓↓⟩12) (16.37)

ρ1 = ρ2 =
1

2

(
1 0

0 1

)
, E = 1 (16.38)

16.4.2 双光子纠缠态

1. 单光子偏振态分量： (
|x(θ)⟩
|y(θ)⟩

)
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)(
|x⟩
|y⟩

)
= R̂z(θ)

(
|x⟩
|y⟩

)
(16.39)

|R⟩ = 1√
2

(
1

i

)
, |L⟩ = 1√

2

(
i
1

)
(16.40)

Ŝz |R⟩ = |R⟩ , Ŝz |L⟩ = − |L⟩ (16.41)

2. 单光子偏振态：右旋和左旋光子态

|+⟩ = 1√
2
(|x⟩+ i |y⟩), |−⟩ = 1√

2
(|x⟩ − i |y⟩) (16.42)

Ŝy |+⟩ = |+⟩ , Ŝy |−⟩ = − |−⟩ (16.43)

3. 双光子非耦合表象本征态：
|+−⟩12 , |−+⟩12 (16.44)

4. 双光子耦合表象本征态：
|ψ±⟩12 = − 1√

2
(|+−⟩12 ± |−+⟩12) (16.45)

τ(θ) = |x(θ)⟩ ⟨x(θ)| − |y(θ)⟩ ⟨y(θ)| (16.46)

τ(θ) |x(θ)⟩ = + |x(θ)⟩ , τ(θ) |y(θ)⟩ = − |y(θ)⟩ (16.47)

16.4.3 GHZ 态

1. 3Q-bit 非耦合表象本征态：

|↑↑↑⟩ , |↑↓↑⟩ , |↑↑↓⟩ , |↑↓↓⟩ , |↓↑↓⟩ , |↓↓↑⟩ , |↓↓↓⟩ (16.48)

2. 3Q-bit GHZ 态：(σ̂1xσ̂2yσ̂3y)(σ̂1yσ̂2xσ̂3y)(σ̂1yσ̂2yσ̂3x)(σ̂1xσ̂2xσ̂3x) = −1

1√
2
(|↑↑↑⟩ ± |↓↓↓⟩), 1√

2
(|↑↓↑⟩ ± |↓↑↓⟩), 1√

2
(|↑↑↓⟩ ± |↓↓↑⟩), 1√

2
(|↑↓↓⟩ ± |↓↑↑⟩) (16.49)
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16.5 纠缠度量

1. 两体纯态的纠缠度：
E(|ψ⟩AB) = S(ρA) = S(ρB) = −

∑
n

λn log2 λn (16.50)

2. 一般混合态的纠缠度：
E(ρ) = min

∑
k

pkE(|ψk⟩) (16.51)

3. 两体二维混合态的 Concurrence：

C(ρAB) = max{λ1 − λ2 − λ3 − λ4, 0} (16.52)

4. 两体高维混合态的 Negativity：

N(ρAB) =
∑
i

|µi| =
|ρTA

AB| − 1

2
(16.53)

5. 两体高维混合态的 Logarithmic Negativity：

LN(ρAB) = log2 |ρ
TA

AB| (16.54)

6. 两体连续混合态的 Logarithmic Negativity：利用协方差矩阵

LN(ρAB) = max{− log2 2ν̃−, 0} (16.55)

ν̃2− =
1

2

(
Ã(σ)−

√
Ã2(σ)− 4|σ|

)
, Ã(σ) = |A|+ |B| − 2|C| (16.56)

σ =

(
A C

CT B

)
, σij = ⟨{R̂i, R̂j}⟩ − 2 ⟨R̂i⟩ ⟨R̂j⟩ , R̂ = (x̂1, p̂1, x̂2, p̂2)

T (16.57)

x̂1 =
1√
2
(â1 + â†1), p̂1 =

1

i
√
2
(â1 − â†1), x̂2 =

1√
2
(â2 + â†2), p̂2 =

1

i
√
2
(â2 − â†2) (16.58)
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17 量子测量

17.1 量子测量基本概念

17.1.1 一般测量

1. 一般测量结果 mi 的概率：
pi = ⟨ψ|M̂ †

i M̂i|ψ⟩ ,
∑
i

M̂ †
i M̂i = Î (17.1)

2. 一般测量后系统的量子态：

|ψ′⟩ = M̂i |ψ⟩√
⟨ψ|M̂ †

i M̂i|ψ⟩
(17.2)

3. 一般测量后的密度矩阵：非选择
ρ′ =

∑
i

M̂iρM̂
†
i (17.3)

17.1.2 投影测量

1. 投影测量结果 mi 的概率：
pi = ⟨ψ|P̂i|ψ⟩ ,

∑
i

P̂i = Î (17.4)

2. 投影测量后系统的量子态：

|ψ′⟩ = P̂i |ψ⟩√
⟨ψ| P̂i |ψ⟩

(17.5)

3. 投影测量后的密度矩阵：选择和非选择

ρ′
i =

P̂iρP̂
†
i

tr(P̂iρ)
, ρ′ = P̂iρP̂

†
i (17.6)

17.1.3 广义测量 POVM

1. POVM 算符：
Êi = M̂ †

i M̂i,
∑
i

Êi = 1 (17.7)

2. 广义测量结果 mi 的概率：
pi = ⟨ψ|Êi|ψ⟩ (17.8)

17.2 量子间接测量

1. 客体和探测体相互作用演化算符：

Û = Û(τ, 0) = P̂ exp
(
−i
ˆ τ

0

dtV̂I(t)

)
(17.9)

2. 测量后系统的状态：
ρ(τ) = Ûρ(0)Û † = Û(ρO ⊗ ρP )Û

† (17.10)

3. 测量结果 mi 的概率：
pi = tr (|i⟩ ⟨i|ρ(τ)) = tr

(
Û † |i⟩ ⟨i| Û(ρO ⊗ ρP )

)
(17.11)

4. 测量后客体的状态：
ρ′
i = p−1

i ⟨i| Û(ρO ⊗ ρP )Û
† |i⟩ (17.12)

5. 测量算符的形式：
ρP = |ϕ⟩ ⟨ϕ| ⇒ M̂i = ⟨i|Û |ϕ⟩ (17.13)
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17.3 量子测量中的纠缠和熵

1. 探测粒子和被测系统的 Hamilton 量：

Ĥ = Ĥ0 +
p̂2

2m
+ λÂp̂ (17.14)

2. 探测粒子和被测系统的相互作用演化算符：

Û(t) = e−iλtÂp̂ (17.15)

3. 耦合系统演化为纠缠态：

Û(t)
∑
a

ca |a⟩ |ψ(x)⟩ = e−λatp̂
∑
a

ca |a⟩ |ψ(x)⟩ =
∑
a

ca |a⟩ |ψ(x− λat)⟩ (17.16)

4. 非选择投影测量不使 von Neumann 熵减小：

∆S = S(ρ′)− S(ρ) = S

(∑
i

ρ′
i

)
− S(ρ) ⩾ 0 (17.17)
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18 相干态

18.1 相干态

18.1.1 谐振子相干态

1. 谐振子初始波函数：
ψ(x, 0) = ψ0(x− x0) = D̂(x0)ψ0(x) = ⟨x|D̂(x0)|0⟩ (18.1)

2. 谐振子平移算符：

D̂(x0) = e− i
h̄ p̂xx0 = eα(â†−â), α =

√
mω

2h̄
x0 (18.2)

3. 谐振子相干态：
|α⟩ = eα(â†−â) |0⟩ = e− 1

2 |α|
2
∑
n

αn

√
n!

|n⟩ (18.3)

18.1.2 相干态

1. 相干态：
|α⟩ = e− 1

2 |α|
2
∑
n

αn

√
n!

|n⟩ (18.4)

2. 相干态是湮灭算符的本征态：
â |α⟩ = α |α⟩ (18.5)

3. 相干态是平移后的真空态：

|α⟩ = D̂(α) |0⟩ = eαâ†−α∗â |0⟩ = e− 1
2 |α|

2eαâ†
|0⟩ (18.6)

4. 平移算符：
D̂†(α) = D̂−1(α) = D̂(−α) (18.7)

D̂†(α)Ô(â, â†)D̂(α) = Ô(â+ α, â† + α∗) (18.8)

D̂(α)D̂(β) = e 1
2 (αβ

∗−α∗β)D̂(α+ β) (18.9)

D̂(α) |β⟩ = e 1
2 (αβ

∗−α∗β) |α+ β⟩ (18.10)

⟨α|D̂(γ)|β⟩ = eγα∗−γ∗β− 1
2 |γ|

2

⟨α|β⟩ (18.11)

5. 相干态的等式：
â† |α⟩ ⟨α| =

(
α∗ +

∂

∂α

)
|α⟩ ⟨α| , |α⟩ ⟨α| â =

(
α+

∂

∂α∗

)
|α⟩ ⟨α| (18.12)

18.1.3 相干态的性质

1. 粒子数呈 Possion 分布：
⟨n⟩ = ⟨α|n̂|α⟩ = ⟨α|â†â|α⟩ = |α|2 (18.13)

Pn(α) = | ⟨n|α⟩ |2 = |α|2n

n!
e−|α|2 =

⟨n⟩n

n!
e−⟨n⟩ (18.14)

2. 最小不确定性：

⟨x⟩ =
√

h̄

2mω
(α∗ + α), ⟨p⟩ = i

√
mh̄ω

2
(α∗ − α) (18.15)

⟨x2⟩ = h̄

2mω

(
1 + (α∗ + α)2

)
, ⟨p2⟩ = mh̄ω

2

(
1− (α∗ − α)2

)
(18.16)

(∆x)2 = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 = h̄

2mω
, (∆p)2 = ⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 = mωh̄

2
(18.17)

∆x∆p =
h̄

2
(18.18)
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3. 非正交性：
⟨β|α⟩ = e− 1

2 (|α|
2+|β|2)

∑
n

(β∗α)n

n!
= e− 1

2 (|α|
2+|β|2−2β∗α) (18.19)

| ⟨β|α⟩ |2 = e−|α−β|2 (18.20)

4. 完备性：

1

π

ˆ
|α⟩ ⟨α| d2α =

1

π

∑
mn

|m⟩ ⟨n|√
m!n!

ˆ
e−|α|2α∗mαnd2α (18.21)

=
1

π

∑
mn

|m⟩ ⟨n|√
m!n!

ˆ +∞

0

e−|α|2 |α|m+n+1d|α|
ˆ 2π

0

ei(m−n)θdθ (18.22)

=
1

π

∑
mn

|m⟩ ⟨n|√
m!n!

· n!
2

· 2πδmn =
∑
n

|n⟩ ⟨n| = Î (18.23)

5. 超完备性：
|α⟩ = 1

π

ˆ
d2β |β⟩ ⟨β|α⟩ = 1

π

ˆ
d2β |β⟩ e− 1

2 (|α|
2+|β|2−2β∗α) (18.24)

18.1.4 相干态表象

1. 相干态表象中的量子态：

|ψ⟩ = 1

π

ˆ
d2α |α⟩ ⟨α|ψ⟩ , ⟨α|ψ⟩ = e− 1

2 |α|
2
∑
n

cn
(α∗)n√
n!

(18.25)

2. 相干态表象中力学量的矩阵元：

Ô =
∑
mn

|m⟩ ⟨m| Ô |n⟩ ⟨n| =
∑
mn

Omn
1√
m!n!

(â†)m |0⟩ ⟨0| ân (18.26)

⟨α|Ô|β⟩ =
∑
mn

Omn
1√
m!n!

(α∗)mβne− 1
2 (|α|

2+|β|2) = O(α∗, β)e− 1
2 (|α|

2+|β|2) (18.27)

整函数算符：
O(α∗, β) =

∑
mn

Omn
1√
m!n!

(α∗)mβn (18.28)

Ô = Ô1Ô2 ⇒ O(α∗, β) =
1

π

ˆ
d2γO1(α

∗, γ)O2(γ
∗, β) (18.29)

3. 相干态表象中的力学量：

Ô =
1

π2

ˆ
d2αd2β |α⟩ ⟨α|Ô|β⟩ ⟨β| = 1

π2

ˆ
d2αd2βÔ(α∗, β)e− 1

2 (|α|
2+|β|2) |α⟩ ⟨β| (18.30)

18.1.5 相干态的涨落

1. 场的正交分量算符：
X̂1 =

1

2
(â+ â†), X̂2 =

1

2i(â− â†) (18.31)

2. 相干态的涨落：
⟨X1⟩ =

1

2
(α+ α∗), ⟨X2⟩ =

1

2i(α− α∗) (18.32)

⟨X2
1 ⟩ =

1

4
+ ⟨X1⟩2 , ⟨X2

2 ⟩ =
1

4
+ ⟨X2⟩2 (18.33)

(∆X1)
2 = ⟨X2

1 ⟩ − ⟨X1⟩2 =
1

4
, (∆X2)

2 = ⟨X2
2 ⟩ − ⟨X2⟩2 =

1

4
(18.34)
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18 相干态

18.1.6 相干态的产生和演化

1. 相干态的自由演化：
Ĥ0 = h̄ωâ†â (18.35)

|α(t)⟩ = e−iωâ†ât |α0⟩ = e− 1
2 |α|

2
∑
n

(α0e−iωt)n√
n!

|n⟩ = |α0e−iωt⟩ (18.36)

2. 经典源驱动谐振子的时间演化：

Ĥ = Ĥ0 + ĤI = h̄ωâ†â+ h̄g(t)(â† + â) (18.37)

∂ |ψ̃(t)⟩
∂t

= −ig(t)(â†eiωt + âe−iωt) |ψ̃(t)⟩ , |ψ̃(t)⟩ = eiωâ†ât |ψ(t)⟩ (18.38)

|ψ̃(t)⟩ = P̂ exp
(
−i
ˆ t

0

g(τ)(â†eiωτ + âe−iωτ )dτ
)

(18.39)

3. 波函数：
|ψ(t)⟩ = exp

(
â†α(t)− âα∗(t) + iF (t)

)
e−iωâ†ât |ψ(0)⟩ (18.40)

α(t) = −i
ˆ t

0

dτeiω(t−τ)g(τ), F (t) =
i
2

ˆ t

0

dτ
ˆ t

0

dτ ′sgn(τ − τ ′)g(τ)g(τ ′)eiω(τ−τ ′) (18.41)

初始态为真空态：|ψ(0)⟩ = |0⟩
|ψ(t)⟩ = exp (iF (t)) |α(t)⟩ (18.42)

初始态为相干态：|ψ(0)⟩ = |α0⟩

|ψ(t)⟩ = exp
[
iF (t) + 1

2
(α(t)α0eiωt − α∗(t)α0e−iωt)

]
|α(t) + α0e−iωt⟩ (18.43)

g(t) = 0 ⇒ |ψ(t)⟩ = e−iωâ†ât |α0⟩ = |α0e−iωt⟩ (18.44)

18.2 压缩态

18.2.1 压缩态真空态

1. 压缩算符：
Ŝ(ξ) = exp

(
ξ∗

2
â2 − ξ

2
â†2
)
, ξ = reiθ (18.45)

Ŝ†(ξ) = Ŝ(−ξ) = Ŝ−1(ξ) (18.46)

Ŝ(ξ) = R̂

(
−θ
2

)
Ŝ(r)R̂

(
θ

2

)
= exp

(
i
2
θâ†â

)
exp

(r
2
(â2 − â†2)

)
exp

(
− i
2
θâ†â

)
(18.47)

Ŝ(ξ) = exp
(
−1

2
â†2eiθ tanh r

)
exp

(
−1

2
(â†â+ ââ†) ln cosh r

)
exp

(
1

2
â2e−iθ tanh r

)
(18.48)

2. 压缩真空态：

|0, ξ⟩ = Ŝ(ξ) |0⟩ = R̂

(
−θ
2

)
Ŝ(r)R̂

(
θ

2

)
|0⟩ =

√
sechr

+∞∑
n=0

√
(2n)!

n!2n
(−eiθ tanh r)n |2n⟩ (18.49)

⟨0, ξ|0, ξ′⟩ = ⟨0|Ŝ(−ξ)Ŝ(ξ′)|0⟩ =
(

sechrsechr′
1− ei(θ−θ′) tanh r tanh r′

) 1
2

= sech
1
2 (r − r′), θ = θ′ (18.50)

3. 压缩真空态的平均值：

⟨â⟩ = ⟨â†⟩∗ = 0, ⟨â2⟩ = ⟨(â†)2⟩∗ = − cosh r sinh reiθ, ⟨â†â⟩ = sinh2 r (18.51)
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18.2.2 压缩态

1. 压缩态：
|α, ξ⟩ = Ŝ(ξ) |α⟩ = Ŝ(ξ)D̂(α) |0⟩ (18.52)

2. 准光子的产生湮灭算符：Bogoliubov 变换

b̂ = Ŝ†(ξ)âŜ(ξ) = cosh râ− eiθ sinh râ† (18.53)

b̂† = Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) = cosh râ† − e−iθ sinh râ (18.54)

[b̂, b̂†] = [â, â†] = 1 (18.55)

3. 准光子的粒子数算符：
n̂g = b̂†b̂ = Ŝ†(ξ)â†âŜ(ξ) (18.56)

n̂g |ng⟩ = ng |ng⟩ , n̂g |0, ξ⟩ = 0, |ng⟩ = Ŝ†(ξ) |n⟩ (18.57)

4. 压缩态是准光子空间中的相干态：

â = cosh rb̂+ eiθ sinh rb̂†, â† = cosh rb̂† + e−iθ sinh rb̂ (18.58)

|α, ξ⟩ = Ŝ(ξ)eαâ†−α∗â |0⟩ = Ŝ(ξ)eβb̂†−β∗b̂ |0⟩ = Ŝ(ξ)D̂g(β) |0⟩ , β = α cosh r − α∗eiθ sinh r (18.59)

b̂ |α, ξ⟩ = (α cosh 2r − α∗ sinh 2r) |α, ξ⟩ , b̂ |0, ξ⟩ = 0 (18.60)

5. 压缩态的平均值：
⟨â⟩ = ⟨â†⟩∗ = α cosh r − α∗eiθ sinh r (18.61)

⟨â2⟩ = ⟨(â†)2⟩∗ = α2 cosh2 r + (α∗)2e2iθ sinh2 r − (2|α|2 + 1)eiθ cosh r sinh r (18.62)

⟨â†â⟩ = |α|2(cosh2 r + sinh2 r)− (α∗)2eiθ sinh r cosh r − α2e−iθ sinh r cosh r + sinh2 r (18.63)

18.2.3 压缩态的涨落

1. 压缩态主轴的正交分量算符：

Ŷ1 =
1

2
(âe−iθ/2 + â†eiθ/2) = X̂1 cos θ

2
+ X̂2 sin θ

2
(18.64)

Ŷ2 =
1

2i(âe−iθ/2 − â†eiθ/2) = X̂2 cos θ
2
− X̂1 sin θ

2
(18.65)

2. 压缩态的涨落：
⟨Y1⟩ =

1

2
e−r(αe−iθ/2 + α∗eiθ/2), ⟨Y2⟩ =

1

2i e
r(αe−iθ/2 − α∗eiθ/2) (18.66)

⟨Y 2
1 ⟩ =

1

4
e−2r + ⟨Y1⟩2 , ⟨Y 2

2 ⟩ =
1

4
e2r + ⟨Y2⟩2 (18.67)

(∆Y1)
2 = ⟨Y 2

1 ⟩ − ⟨Y1⟩2 =
1

4
e−2r, (∆Y2)

2 = ⟨Y 2
2 ⟩ − ⟨Y2⟩2 =

1

4
e2r (18.68)

18.2.4 压缩态的粒子数分布

1. 粒子数表象中的压缩态：

⟨n|β, ξ⟩ =
(
eiθ tanh r

)n
2

2n/2
√
n! cosh r

exp
[
−1

2

(
|β|2 − e−iθβ2 tanh r

)]
Hn

(
βe−iθ/2

√
2 cosh r sinh r

)
(18.69)

2. 压缩态的粒子数涨落：
⟨n⟩ = |α|2 + sinh2 r (18.70)

⟨n2⟩ = (|α|2 + sinh2 r)2 + 2 sinh2 r cosh2 r + |α cosh r − αeiθ sinh r|2 (18.71)

(∆n)2 = ⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 = |α|2
[
e−2r cos2

(
θ

2
− ϕ

)
+ e2r sin2

(
θ

2
− ϕ

)]
+ 2 sinh2 r cosh2 r (18.72)

M =
(∆n)2 − ⟨n⟩

⟨n⟩
(18.73)
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18.3 多模压缩态

18.3.1 双模压缩态

1. 双模压缩算符：
Ŝ(ξ) = exp

(
ξ∗âω+ω′ âω−ω′ − ξâ†ω+ω′ â

†
ω−ω′

)
, ξ = reiθ (18.74)

Ŝ†(ξ) = Ŝ(−ξ) = Ŝ−1(ξ) (18.75)

Ŝ(ξ)âω±ω′ Ŝ(ξ) = cosh râω±ω′ − eiθ sinh râ†ω∓ω′ (18.76)

Ŝ(ξ)â†ω±ω′ Ŝ(ξ) = cosh râ†ω±ω′ − e−iθ sinh râω∓ω′ (18.77)

2. 双模压缩真空态：

|0, 0, ξ⟩ = Ŝ(ξ) |0, 0⟩ = 1

cosh r

+∞∑
n=0

(
−eiθ tanh r

)n |n, n⟩ (18.78)

3. 双模压缩真空态的平均值：

⟨â†ω±ω′ âω±ω′⟩ = sinh2 r, ⟨âω±ω′ âω∓ω′⟩ = − sinh r cosh reiθ (18.79)

⟨â†ω±ω′ âω∓ω′⟩ = ⟨â2ω±ω′⟩ = ⟨âω±ω′⟩ = 0 (18.80)

4. 双模压缩真空态是两个压缩真空态的直积：

ĉ =
1√
2
(âω+ω′ + eiδâω−ω′), d̂ =

1√
2
(âω+ω′ − e−iδâω−ω′) (18.81)

Ŝ(ξ) = exp
(
−1

2
ξ(ĉ†2eiδ − d̂2e−iδ) +

1

2
ξ∗(ĉ†2e−iδ − d̂2eiδ)

)
= Ŝc(ξeiδ)Ŝd(−ξe−iδ) (18.82)

5. 双模压缩态：
|α, β, ξ⟩ = Ŝ(ξ) |α, β⟩ = Ŝ(ξ)D̂ω+ω′(α)D̂ω−ω′(β) |0, 0⟩ (18.83)

18.3.2 多模压缩态

1. 多模压缩算符：
S(ξ(ω)) =

ˆ dω′

2π
exp

(
ξ∗(ω′)âω+ω′ âω−ω′ − ξ(ω′)â†ω+ω′ â

†
ω−ω′

)
(18.84)

2. 多模压缩真空态：
⟨0(ω), ξ(ω)⟩ = S(ξ(ω)) |0(ω)⟩ (18.85)

3. 多模压缩态：
|α(ω), ξ(ω)⟩ = S(ξ(ω)) |α(ω)⟩ = S(ξ(ω))D(α(ω)) |0(ω)⟩ (18.86)

18.4 奇偶态

1. 奇偶态：

|α⟩o = No(|α⟩ − |−α⟩) = (sinh |α|2)− 1
2

+∞∑
n=0

α2n+1√
(2n+ 1)!

|2n+ 1⟩ (18.87)

|α⟩e = Ne(|α⟩+ |−α⟩) = (cosh |α|2)− 1
2

+∞∑
n=0

α2n√
(2n)!

|2n⟩ (18.88)

|α⟩ = e− 1
2 |α|

2
[
(sinh |α|2) 1

2 |α⟩o + (cosh |α|2) 1
2 |α⟩e

]
(18.89)
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2. 奇偶态是湮灭算符平方的本征态：

â2 |α⟩o/e = â2No/e(|α⟩ ∓ |−α⟩) = α2 |α⟩o/e (18.90)

â |α⟩o = α coth
1
2 |α|2 |α⟩e , â |α⟩e = α tanh

1
2 |α|2 |α⟩o (18.91)

3. 非正交性：
o⟨α|α′⟩o = (sinh |α|2 sinh |α′|2)− 1

2 sinh (α∗α′) (18.92)

o⟨α|α′⟩o = (cosh |α|2 cosh |α′|2)− 1
2 cosh (α∗α′) (18.93)

4. 完备性：
1 =

1

π

ˆ
e−|α|2 [sinh |α|2 |α⟩oo ⟨α|+ cosh |α|2 |α⟩ee ⟨α|

]
dα2 = Πo +Πe (18.94)
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19 量子分布理论

19.1 Glauber-Sudarshan P 表示

1. 正规排列的算符：
ÔN (â, â†) =

∑
n

∑
m

cnm(â†)nâm (19.1)

⟨ON (â, â†)⟩ = tr[ρ̂ÔN (â, â†)] =
∑
n

∑
m

cnmtr[ρ̂(â†)nâm]

=
∑
n

∑
m

cnmtr
[
1

π2

ˆ
dα2dβ2⟨α|ρ̂|β⟩⟨β|(â†)nâm|α⟩

]
=

ˆ
d2α

1

π2
⟨α|ρ̂|α⟩

∑
n

∑
m

cnm(α∗)nαm

=

ˆ
d2α tr[ρ̂δ(α∗ − â†)δ(α− â)]

∑
n

∑
m

cnm(α∗)nαm

=

ˆ
d2αP (α, α∗)ÔN (α, α∗) (19.2)

2. P 函数：
P (α, α∗) = tr[ρδ(α∗ − â†)δ(α− â)] (19.3)

δ(α∗ − â†)δ(α− â) =
1

π2

ˆ
d2β e−β(α∗−â†)eβ

∗(α−â) =
1

π2

ˆ
d2β e−iβ(α∗−â†)e−iβ∗(α−â) (19.4)

ˆ
d2αP (α, α∗) = 1 (19.5)

ρ̂ =

ˆ
d2αP (α, α∗)|α⟩⟨α| (19.6)

3. P 函数的计算：

α = xα + iyα, β = xβ + iyβ ⇒ d2α = dxαdyα, βα∗ − β∗α = 2i(yβxα − xβyα) (19.7)

⟨−β|ρ̂|β⟩ e|β|2 = e|β|2
ˆ

d2αP (α, α∗) ⟨−β|α⟩ ⟨α|β⟩ =
ˆ

d2α
[
P (α, α∗)e−|α|2

]
eβα∗−β∗α

=

ˆ
dxαdyα P (xα, yα)e−(x2

α+y2
α)e2i(yβxα−xβyα) (19.8)

P (α, α∗) =
e(x2

α+y2
α)

π2

ˆ
dxβdyβ ⟨−β|ρ̂|β⟩ ex2

β+y2
βe2i(yαxβ−xαyβ)

=
e|α|2

π2

ˆ
d2β ⟨−β|ρ̂|β⟩ e|β|2e−βα∗+β∗α (19.9)

4. P 函数的例子：
(1) 热场态：

ρ̂ =
∑
n

⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1
|n⟩ ⟨n| , ρnn = ⟨n|ρ̂|n⟩ = ⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1
(19.10)

⟨−β|ρ̂|β⟩ =
∑
n

⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1
⟨−β|n⟩ ⟨n|β⟩ = e−|β|2

1 + ⟨n⟩
∑
n

(−|β|2)n

n!

(
⟨n⟩

1 + ⟨n⟩

)n

=
e−|β|2

1 + ⟨n⟩
exp

(
− |β|2

1 + ⟨n⟩−1

)
(19.11)

P (α, α∗) =
e|α|2

π2(1 + ⟨n⟩)

ˆ
d2β exp

(
− |β|2

1 + ⟨n⟩

)
e−βα∗+αβ∗

=
1

π ⟨n⟩
exp

(
−|α|2

⟨n⟩

)
(19.12)
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(2) 相干态：
ρ̂ = |α0⟩ ⟨α0| (19.13)

⟨−β|ρ̂|β⟩ = ⟨−β|α0⟩ ⟨α0|β⟩ = e−|α0|2−|β|2−α0β
∗+βα∗

0 (19.14)

P (α, α∗) =
1

π2
e|α|2−|α0|2

ˆ
d2β e−β(α∗−α∗

0)+β∗(α−α0) = δ2(α− α0) (19.15)

(3) 粒子数态：
ρ̂ = |n⟩ ⟨n| (19.16)

⟨−β|ρ̂|β⟩ = ⟨−β|n⟩ ⟨n|β⟩ = e−|β|2 (−1)n|β|2n

n!
(19.17)

P (α, α∗) =
(−1)ne|α|2

π2n!

ˆ
d2β |β|2ne−βα∗+β∗α

=
e|α|2

π2n!

∂2n

∂αn∂α∗n

ˆ
d2β e−βα∗+β∗α =

e|α|2

n!

∂2n

∂αn∂α∗n δ
2(α) (19.18)

n > 0，P 函数不是非负定的，故粒子数态无良好定义的 P 表示

19.2 Husimi Q 表示

1. 反正规排列的算符：
ÔA(â, â

†) =
∑
n

∑
m

dnmâ
n(â†)m (19.19)

⟨OA(â, â
†)⟩ = tr[ρ̂OA(â, â

†)] =
∑
n

∑
m

dnmtr[ρ̂ân(â†)m]

=
∑
n

∑
m

dnmtr
[
1

π

ˆ
d2α ρ̂ân |α⟩ ⟨α| (â†)m

]
=

ˆ
d2α

1

π
⟨α|ρ̂|α⟩

∑
n

∑
m

dnmα
n(α∗)m

=

ˆ
d2α tr[ρ̂δ(α− â)δ(α∗ − â†)]

∑
n

∑
m

dnmα
n(α∗)m

=

ˆ
d2αQ(α, α∗)ÔA(α, α

∗) (19.20)

2. Q 函数：
Q(α, α∗) = tr[ρ̂δ(α− â)δ(α∗ − â†)] (19.21)

δ(α− â)δ(α∗ − â†) =
1

π2

ˆ
d2β e−β(α−â)eβ

∗(α∗−â†) =
1

π2

ˆ
d2β e−iβ(α−â)e−iβ∗(α∗−â†) (19.22)

ˆ
d2αQ(α.α∗) = 1 (19.23)

0 < Q(α, α∗) =
1

π

∑
i

Pi | ⟨ψi|α⟩ |2 ⩽
1

π

∑
i

Pi =
1

π
(19.24)

3. Q 函数的计算：

Q(α, α∗) =
1

π
tr
[ˆ

d2α′ ρ̂δ(α− â) |α′⟩ ⟨α′| δ(α∗ − â†)

]
=

1

π
⟨α|ρ̂|α⟩ (19.25)

4. Q 函数的例子：
(1) 热场态：

ρ̂ =
∑
n

⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1
|n⟩ ⟨n| (19.26)

Q(α, α∗) =
1

π

∑
n

⟨n⟩n

(1 + ⟨n⟩)n+1
| ⟨α|n⟩ |2 = 1

π

1

1 + ⟨n⟩
exp

(
− |α|2

1 + ⟨n⟩

)
(19.27)
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(2) 相干态：
ρ̂ = |α0⟩ ⟨α0| (19.28)

Q(α, α∗) =
1

π
| ⟨α|α0⟩ |2 =

1

π
e−|α−α0|2 (19.29)

(3) 粒子数态：
ρ̂ = |n⟩ ⟨n| (19.30)

Q(α, α∗) =
1

π
| ⟨α|n⟩ |2 = 1

π

|α|2n

n!
e−|α|2 (19.31)

(4) 压缩态：
ρ̂ = |β, ξ⟩ ⟨β, ξ| (19.32)

⟨α|β, ξ⟩ = 1

α∗ ⟨α|â†Ŝ(ξ)|β⟩ = 1

α∗ ⟨α|Ŝ(ξ)S†(ξ)â†Ŝ(ξ)|β⟩

=
1

α∗ ⟨α|Ŝ(ξ)
(
â† cosh r − âe−iθ sinh r

)
|β⟩

=
1

α∗

[
cosh r

(
∂

∂β
+

1

2
β∗
)
− e−iθβ sinh r

]
⟨α|Ŝ(ξ)|β⟩

⇒
[
cosh r ∂

∂β
− βe−iθsechr +

(
1

2
β∗ cosh r − α∗

)]
⟨α|S(ξ)|β⟩ = 0 (19.33)

⇒⟨α|Ŝ(ξ)|β⟩ = K(α, α∗, β∗, r, θ) exp
(
−1

2
|β|2 + α∗βsechr + 1

2
e−iθβ2 tanh r

)
(19.34)

⟨α|Ŝ(ξ)|β⟩
∗
= ⟨β|Ŝ†(ξ)|α⟩ = ⟨β|Ŝ(−ξ)|α⟩

⇒K∗ exp
(
−1

2
|β|2 + 1

2
eiθ(β∗)2 tanh r

)
= K exp

(
−1

2
|α|2 − 1

2
e−iθα2 tanh r

)
(19.35)

⇒K = (sechr) 1
2 exp

(
−1

2
|α|2 − 1

2
eiθ(α∗)2 tanh r

)
(19.36)

⇒⟨α|β, ξ⟩ = (sechr) 1
2 exp

{
− 1

2
(|α|2 + |β|2) + α∗βsechr − 1

2

[
eiθ(α∗)2 − e−iθβ2

]
tanh r

}
(19.37)

Q(α, α∗) =
1

π
| ⟨α|β, ξ⟩ |2

=
sechr
π

exp
{
−
(
|α|2 + |β|2

)
+(αβ∗+βα∗)sechr− 1

2

[
eiθ(α∗2−β2)+e−iθ(α2−β∗2)

]
tanh r

}
(19.38)

19.3 Wigner-Weyl W 表示

1. 对称排列的算符：
1

2
⟨â†â+ ââ†⟩ =

ˆ
d2αW (α, α∗)αα∗ (19.39)

2. 三种分布函数：

P (α, α∗) =
1

π2

ˆ
d2β e−iβα∗−iβ∗αC(n)(β, β∗), C(n)(β, β∗) = tr

(
eiβâ†eiβ∗âρ̂

)
(19.40)

Q(α, α∗) =
1

π2

ˆ
d2β e−iβα∗−iβ∗αC(a)(β, β∗), C(a)(β, β∗) = tr

(
eiβ∗âeiβâ†

ρ̂
)

(19.41)

W (α, α∗) =
1

π2

ˆ
d2β e−iβα∗−iβ∗αC(s)(β, β∗), C(s)(β, β∗) = tr

(
eiβâ†+iβ∗âρ̂

)
(19.42)

3. Wigner 函数：

W (x, p) =
1

πh̄

ˆ +∞

−∞
⟨x− x′|ρ̂|x+ x′⟩ e− i

h̄ 2px′dx′ = 1

πh̄

ˆ +∞

−∞
⟨p− p′|ρ̂|p+ p′⟩ e− i

h̄ 2xp′dp′ (19.43)

4. Wigner 函数的计算：
W (α, α∗) =

2

π2
e2|α|2

ˆ
d2β ⟨−β|ρ̂|β⟩ e−2(βα∗−β∗α) (19.44)
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19 量子分布理论

19.4 三种分布函数的关系

1. 密度算符的广义表示：
ρ̂ = π

ˆ
d2αF (Ω)(α, α∗)∆(Ω)(α− â, α∗ − â†) (19.45)

∆(Ω)(α− â, α∗ − â†) =
1

π2

ˆ
d2β exp

[
Ω(β, β∗)

]
exp

[
− β(α∗ − â†) + β∗(α− â)

]
(19.46)

(1) P 表示：

Ω(β, β∗) = −|β|2

2
, F (Ω)(α, α∗) = P (α, α∗) (19.47)

(2) Q 表示：

Ω(β, β∗) =
|β|2

2
, F (Ω)(α, α∗) = Q(α, α∗) (19.48)

(3) W 表示：
Ω(β, β∗) = 0, F (Ω)(α, α∗) =W (α, α∗) (19.49)

2. 三种分布函数的关系：

Q(α, α∗) =
1

π

ˆ
d2α′ P (α′, α′∗)e−|α−α′|2 , P (α, α∗) = exp

(
− ∂2

∂α∗∂α

)
Q(α, α∗) (19.50)

W (α, α∗) =
2

π

ˆ
d2α′ P (α′, α′∗)e−2|α−α′|2 , P (α, α∗) = exp

(
−1

2

∂2

∂α∗∂α

)
W (α, α∗) (19.51)
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20 电磁场量子化

20 电磁场量子化

20.1 谐振腔内的电磁场量子化

1. 电磁场在腔内本征模式展开：
∇2ul(r) + k2l ul(r) = 0 (20.1)

d2pl(t)

dt2 + ω2
l pl(t) = 0,

d2ql(t)

dt2 + ω2
l ql(t) = 0 (20.2)

E(r, t) =
1

√
ε0

∑
l

pl(t)ul(r), H(r, t) =
1

√
µ0

∑
l

ql(t)∇× ul(r) (20.3)

2. 电磁场 Hamilton 量：

HEM =
1

2

ˆ
V

(
ε0E

2 + µ0H
2
)

dV =
∑
l

1

2

(
p2l (t) + ω2

l q
2
l (t)

)
=
∑
l

Hl (20.4)

3. 电磁场产生湮灭算符：

âl(t) =
1√
2h̄ωl

(ωlq̂l(t) + ip̂l(t)), â†l (t) =
1√
2h̄ωl

(ωlq̂l(t)− ip̂l(t)) (20.5)

ĤEM =
1

2

∑
l

h̄ωl

(
â†l âl + âlâ

†
l

)
=
∑
l

h̄ωl

(
â†l âl +

1

2

)
(20.6)

4. 电磁场量子化：

Â(r, t) =
∑
l

√
h̄

2ε0ωl

(â†l (t) + âl(t))ul(r) (20.7)

Ê(r, t) = −i
∑
l

√
h̄ωl

2ε0
(â†l (t)− âl(t))ul(r) (20.8)

Ĥ(r, t) =
∑
l

√
h̄ωl

2µ0

(â†l (t) + âl(t))∇× ul(r) (20.9)

20.2 自由空间的电磁场量子化

1. 磁矢势的行波解：
A(r, t) =

1√
V

∑
kσ

eσ

(
Akσei(k·r−ωkt) +A†

kσe−i(k·r−ωkt)
)

(20.10)

2. 电磁场产生湮灭算符：

âkσ(t) = âkσe−iωkt =

√
2ε0ωk

h̄
Akσe−iωkt (20.11)

ĤEM =
∑
kσ

h̄ωk

(
â†kσâkσ +

1

2

)
(20.12)

3. 电磁场量子化：

Â(r, t) =
∑
kσ

eσ

√
h̄

2ε0ωkV

(
âkσei(k·r−ωkt) + â†kσe−i(k·r−ωkt)

)
(20.13)

Ê(r, t) = i
∑
kσ

eσ

√
h̄ωk

2ε0V

(
âkσei(k·r−ωkt) − â†kσe−i(k·r−ωkt)

)
(20.14)

Ĥ(r, t) = i
∑
kσ

ck × eσ

ωk

√
h̄ωk

2µ0V

(
âkσei(k·r−ωkt) − â†kσe−i(k·r−ωkt)

)
(20.15)

P̂ =
1

c2

ˆ
V

Ê × ĤdV =
1

2

∑
kσ

h̄k(â†kσâkσ + âkσâ
†
kσ) (20.16)
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21 光场相干性及其干涉

21 光场相干性及其干涉

21.1 量子相关函数

1. 电场算符：
Ê(r, t) = Ê+(r, t) + Ê−(r, t) (21.1)

Ê+(r, t) =
∑
kσ

eσEkâkσei(k·r−ωkt), Ê−(r, t) = (Ê+(r, t))† (21.2)

2. 电磁场吸收一、二个光子的总跃迁概率：

w1(r, t) =
∑
f

| ⟨f |Ê+(r, t)|i⟩ |2 = ⟨i|Ê−(r, t)Ê+(r, t)|i⟩ (21.3)

w2(r1, r2; t1, t2) = ⟨i|Ê−(r2, t2)Ê
−(r2, t2)Ê

+(r1, t1)Ê
+(r1, t1)|i⟩ (21.4)

3. 一、二阶相关函数：
G(1)(r1, r2; t1, t2) = ⟨Ê−(r1, t1)Ê

+(r2, t2)⟩ (21.5)

G(2)(r1, r2, r3, r4; t1, t2, t3, t4) = ⟨Ê−(r1, t1)Ê
−(r2, t2)Ê

+(r3, t3)Ê
+(r4, t4)⟩ (21.6)

4. 一、二阶相干度：

g(1)(r1, r2; t1, t2) =
⟨Ê−(r1, t1)Ê

+(r2, t2)⟩√
⟨Ê−(r1, t1)Ê+(r1, t1)⟩ ⟨Ê−(r2, t2)Ê+(r2, t2)⟩

(21.7)

g(2)(r1, r2, r2, r1; t1, t2, t2, t1) =
⟨Ê−(r1, t1)Ê

−(r2, t2)Ê
+(r2, t2)Ê

+(r1, t1)⟩
⟨Ê−(r1, t1)Ê+(r1, t1)⟩ ⟨Ê−(r2, t2)Ê+(r2, t2)⟩

(21.8)

5. 单模情形下，在空间固定位置处：

g(1)(τ) =
⟨â†(t+ τ)â(t)⟩

⟨â†â⟩
, g(2)(τ) =

⟨â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)⟩
⟨â†â⟩2

(21.9)

21.2 经典场-场干涉

21.2.1 Michelson 干涉仪和引力波探测

图 1: Michelson interferometer

1. 长度变化：
Lx = L(1 + h0 cosωgt), Ly = L (21.10)

2. 相移：

∆θ(p) =
ω

c
L̃h0, ∆θn ∼ 1√

⟨n⟩
=

√
h̄ω

P tm
(21.11)

3. 最小可测引力波振幅：

h
(p)
min ∼ c

νL̃

√
h̄ω

P tm
=
ϱ

ν

√
h̄ω

P tm
(21.12)
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21 光场相干性及其干涉

21.2.2 Sagnac 环形干涉仪

图 2: The Sagnac ring interferometer

1. 接收时间：

t+ =
2πb+ bΩrt

+

c
=

2πb

c

(
1− bΩr

c

)−1

(21.13)

t− =
2πb+ bΩrt

−

c
=

2πb

c

(
1 +

bΩr

c

)−1

(21.14)

2. 时间差：
∆t = t+ − t− =

4πb2Ωr

c2 − b2Ω2
r

≈ 4πb2Ωr

c2
(21.15)

3. 光程差：
∆L = c∆t =

4πb2Ωr

c
=

2bLΩr

c
, L = 2πb (21.16)

21.2.3 Michelson 星光干涉仪

图 3: Michelson stellar interferometer

1. 接收的光场：

Ê+(r, t) = Ê+
k (r1, t) + Ê+

k (r2, t) + Êk′(r1, t) + Êk′(r2, t), ξ̂k = eσEkâkσ (21.17)

2. 接收的光强：

I = K ⟨Ê−(r, t)Ê+(r, t)⟩ = K

〈∣∣∣ξ̂k(eik·r1 + eik·r2
)
+ ξ̂k′

(
eik′·r1 + eik′·r2

)∣∣∣2〉
= K

〈
2
(
|ξ̂k|2 + |ξ̂k′ |2

)
+ |ξ̂k|2

(
eik·(r1−r2) + c.c.

)
+ |ξ̂k′ |2

(
eik′·(r1−r2) + c.c.

)〉
= 2KI0

[
2 + cos

(
k · (r1 − r2)

)
+ cos

(
k′ · (r1 − r2)

)]
≈ 4KI0

[
1 + cos (k + k′) · (r1 − r2)

2
cos πr0φ

λ

]
(21.18)
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21 光场相干性及其干涉

21.2.4 Young’s 双缝干涉

图 4: Young’s double-slit experiment

1. 干涉屏上的光场分布：

Ê+(r, t) = K1Ê
+(r1, t− t1) +K2Ê

+(r2, t− t2), si = cti (21.19)

2. 干涉屏上的光强分布：

⟨I(r, t)⟩ = ⟨Ê−(r, t)Ê+(r, t)⟩

= |K1|2 ⟨Ê−(r1, t− t1)Ê
+(r1, t− t1)⟩+ |K2|2 ⟨Ê−(r2, t− t2)Ê

+(r2, t− t2)⟩

+ 2Re
[
(]K∗

1K2 ⟨Ê−(r1, t− t1)Ê
+(r2, t− t2)⟩

]
= |K1|2G(1)(r1, r1; 0) + |K2|2G(1)(r2, r2; 0) + 2Re

[
K∗

1K2G
(1)(r1, r2; τ)

]
= ⟨I1(r, t)⟩+ ⟨I2(r, t)⟩+ 2

√
⟨I1(r, t)⟩ ⟨I2(r, t)⟩

∣∣g(1)(r1, r2; τ)
∣∣ cos

[
k(s1 − s2) + ϕ

]
(21.20)

3. 衬比度：

γ =
⟨I(r, t)⟩max − ⟨I(r, t)⟩min
⟨I(r, t)⟩max + ⟨I(r, t)⟩min

=
2
√
⟨I1(r, t)⟩ ⟨I2(r, t)⟩

⟨I1(r, t)⟩+ ⟨I2(r, t)⟩
∣∣g(1)(r1, r2; τ)

∣∣ (21.21)

21.3 量子光-光干涉

21.3.1 Hanbury-Brown-Twiss 干涉仪

图 5: Hanbury-Brown-Twiss interferometer

62



21 光场相干性及其干涉

1. 接收的光场：
Ê+(ri, t) = Ê+

k (ri, t) + Ê+
k′(ri, t), ξ̂k = eσEkâkσ (21.22)

2. 接收的光强：

I(ri, t) = K ⟨Ê−(ri, t)Ê
+(ri, t)⟩ = K

〈∣∣∣ξ̂keik·r1 + ξ̂k′eik′·r1

∣∣∣2〉
= K

〈
|ξ̂k|2 + |ξ̂k′ |2 +

(
ξ̂kξ̂

†
k′ei(k−k′)·ri + c.c.

)〉
(21.23)

3. 光强联合计数：

⟨I(r1, t)I(r2, t)⟩ = K2
〈(

|ξ̂k|2 + |ξ̂k′ |2 +
(
ξ̂kξ̂

∗
k′ei(k−k′)·r1 + c.c.

))(
|ξ̂k|2 + |ξ̂k′ |2 +

(
ξ̂kξ̂

∗
k′ei(k−k′)·r2 + c.c.

))〉
= K2

[(
⟨|ξ̂k|2⟩+ ⟨|ξ̂k′ |2⟩

)2
+ ⟨|ξ̂k|2⟩⟨|ξ̂k′ |2⟩

(
ei(k−k′)·(r1−r2) + c.c.

)]
= K2

[(
⟨|ξ̂k|2⟩+ ⟨|ξ̂k′ |2⟩

)2
+ ⟨|ξ̂k|2⟩⟨|ξ̂k′ |2⟩2 cos

(
2πφr0
λ

)]
(21.24)

4. 二阶相关函数：

G(2)(r1, r2; t, t) = ⟨Ê(−)(r1, t)Ê
(−)(r2, t)Ê

(+)(r2, t)Ê
(+)(r1, t)⟩

= E4
k

〈(
â†ke−ik·r1 + â†k′e−ik′·r1

)(
â†ke−ik·r2 + â†k′e−ik′·r2

)
×
(
âkeik·r2 + âk′eik′·r2

)(
âkeik·r1 + âk′eik′·r1

)〉
= E4

k

〈
â†kâ

†
kâkâk + â†k′ â

†
k′ âk′ âk′

+ â†kâ
†
k′ âkâk′

(
1 + e−i(k−k′)·(r1−r2)

)
+ â†k′ â

†
kâk′ âk

(
1 + ei(k−k′)·(r1−r2)

)〉
= 2E4

k

[
⟨n2⟩ − ⟨n⟩+ ⟨n⟩2

(
1 + cos(k − k′) · (r1 − r2)

)]
(21.25)

(1) 星光：热场态
⟨n2⟩ = 2⟨n⟩2 + ⟨n⟩ (21.26)

G(2)(r1, r2; t, t) = 2E4
k

[
2⟨n2⟩+ ⟨n⟩2

(
1 + cos(k − k′) · (r1 − r2)

)]
(21.27)

(2) 激光：相干态
⟨n2⟩ = ⟨n⟩2 + ⟨n⟩ (21.28)

G(2)(r1, r2; t, t) = 2E4
k

[
⟨n2⟩+ ⟨n⟩2

(
1 + cos(k − k′) · (r1 − r2)

)]
(21.29)

21.3.2 Hong-Ou-Mandel 干涉仪

图 6: Hong-Ou-Mandel interferometer
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21 光场相干性及其干涉

1. 接收的光场：
Ê+(ra) =

1

2
Ek
(
iâ1eik̃1·ra + â2eik2·ra

)
(21.30)

Ê+(rb) =
1

2
Ek
(
iâ1eik1·rb + â2eik̃2·rb

)
(21.31)

2. 双光子联合探测概率：

P (ra, rb) = KaKb ⟨1, 1|Ê(−)(ra)Ê
(−)(rb)Ê

(+)(rb)Ê
(+)(ra)|1, 1⟩

=
1

2
KaKbE4

k

{
1− cos

[
(k2 − k̃1) · ra − (k̃2 − k1) · rb

]}
=

1

2
KaKbE4

k

[
1− cos 2π(xa − xb)

L

]
(21.32)

3. 衬比度：
γ =

Pmax(ra, rb)− Pmin(ra, rb)

Pmax(ra, rb) + Pmin(ra, rb)
= 1 (21.33)

21.4 分束器的量子力学描述

1. 分束器： (
b̂1

b̂2

)
=

(
t r

r t

)(
â1

â2

)
(21.34)

|r|2 + |t|2 = 1, tr∗ + rt∗ = 0 (21.35)

2. 分束器的性质：
(1) 光子数守恒：

b̂†1b̂1 + b̂†2b̂2 = â†1â1 + â†2â2 (21.36)

(2) 经典输入输出关系：
ρ̂in = ρ̂1 ⊗ |0⟩ ⟨0| (21.37)

⟨b̂†1b̂1⟩ = tr
(
b̂†1b̂1ρ̂in

)
= |t|2tr

(
â†1â1ρ̂1

)
(21.38)

⟨b̂†2b̂2⟩ = tr
(
b̂†2b̂2ρ̂in

)
= |r|2tr

(
â†1â1ρ̂1

)
(21.39)

(3) 单光子不可再分：
ρ̂in = |1⟩ ⟨1| ⊗ |0⟩ ⟨0| (21.40)

G(2)(r1, r2; t, t) = ⟨b̂†1b̂
†
2b̂1b̂2⟩ = |r|2|t|2

[
⟨(â†1â1)2⟩ − ⟨â†1â1⟩

]
= 0 (21.41)

(4) 双光子干涉：
ρ̂in = |1⟩ ⟨1| ⊗ |1⟩ ⟨1| (21.42)

G(2)(r1, r2; t, t) = ⟨b̂†1b̂
†
2b̂1b̂2⟩ = (|t|2 − |r|2)2 = 0 (21.43)

21.5 压缩光场的零拍探测

图 7: Detection and measurement of the squeezed state via HD
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21 光场相干性及其干涉

1. 输出光场：
ĉ =

√
T â+ i

√
1− T b̂, d̂ = i

√
1− T â+

√
T b̂ (21.44)

2. 探测的光子数：
ĉ†ĉ = T â†â+ (1− T )b̂†b̂+ i

√
T (1− T )

(
â†b̂− b̂†â

)
(21.45)

d̂†d̂ = (1− T )â†â+ T b̂†b̂− i
√
T (1− T )

(
â†b̂− b̂†â

)
(21.46)

3. 大振幅本地相干光场：
b̂ |βl⟩ = βl |βl⟩ , βl = |βl|eiϕl (21.47)

4. 普通零拍探测：
T ≈ 1 ≫ R (21.48)

(1) 探测的光子数：

⟨ĉ†ĉ⟩ = T ⟨â†â⟩+ (1− T )|βl|2 − 2
√
T (1− T )|βl|

〈
X
(
ϕl +

π

2

)〉
≈ (1− T )|βl|2 − 2

√
T (1− T )|βl|

〈
X
(
ϕl +

π

2

)〉
, X(ϕ) =

1

2

(
âe−iϕ + â†eiϕ) (21.49)

(2) 探测的光子数涨落：

(∆nc)
2
= (1− T )|βl|2

{
(1− T ) + 4T

[
∆X

(
ϕl +

π

2

)]2}
(21.50)

(3) 输入压缩光： [
∆X

(
ϕl +

π

2

)]2
<

1

4
⇒ (∆nc)

2
< (1− T )|βl|2 (21.51)

5. 平衡零拍探测：
T = R =

1

2
(21.52)

(1) 探测的光子数差：
ncd = ĉ†ĉ− d̂†d̂ = −i(â†b̂− b̂†â) (21.53)

⟨ncd⟩ = −2|βl|
〈
X
(
ϕl +

π

2

)〉
, X(ϕ) =

1

2

(
âe−iϕ + â†eiϕ) (21.54)

(2) 探测的光子数差涨落：
(∆ncd)

2
= 4|βl|2

[
∆X

(
ϕl +

π

2

)]2
(21.55)

21.6 光场相干性的量子理论

1. 二阶相干度的经典理论：
g(2)c (τ) =

⟨I1(t)I2(t+ τ)⟩
⟨I1(t)⟩ ⟨I2(t)⟩

(21.56)

⟨I1(t)I2(t)⟩ ⩾ ⟨I1(t)⟩ ⟨I2(t)⟩ , ⟨I1(t)I2(t)⟩ ⩾ ⟨I1(t)I2(t+ τ)⟩ (21.57)

g(2)c (0) ⩾ 1, g(2)c (0) ⩾ g(2)c (τ) (21.58)

2. 二阶相干度的量子理论：
g(2)(τ) =

⟨â†(t)â†(t+ τ)â(t+ τ)â(t)⟩
⟨â†(t)â(t)⟩ ⟨â†(t)â(t+ τ)⟩

(21.59)

g(2)(τ) = g(2)(0) = 1 +
⟨(∆n)2⟩ − ⟨n⟩

⟨n⟩2
(21.60)

3. 光子的群聚和反群聚效应：
g(2)(0) ⩾ g(2)(τ) ⇐⇒群聚效应 (21.61)

g(2)(0) < g(2)(τ) ⇐⇒反群聚效应 (21.62)
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4. 不同光子数分布的二阶相干度：
(1) 相干态：

g(2)(τ) = g(2)(0) = 1 (21.63)

(2) 热场态：
g(2)(τ) = g(2)(0) = 2 (21.64)

(3) 粒子数态：

g(2)(τ) = g(2)(0) =

1− 1

n
n ⩾ 2

0 n = 0, 1
(21.65)
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22 经典光场与原子相互作用

22.1 原子光场耦合和电偶极近似

1. 电磁场和带电粒子系统的演化：
Ĥψ(r, t) = ih̄ ∂

∂t
ψ(r, t) (22.1)

Ĥ =
1

2m
(P − qA(r, t))2 + eφ(r, t) + V (r) (22.2)

2. Coulomb 规范：
φc(r, t) = 0, ∇ ·Ac(r, t) = 0 (22.3)

(1) 系统演化：
ih̄ ∂
∂t
ψc(r, t) = Ĥcψc(r, t) (22.4)

Ĥc = Ĥ0 + Ĥc
I =

1

2m
(P − eA(r, t))2 + V (r) (22.5)

(2) 电偶极近似：Ac(r, t) ∼ Ac(r0, t)，平方项不能导致跃迁

Ĥc
I = − e

m
Ac(r, t) · P +

e2

2m
(A(r, t))2 ≈ − e

m
Ac(r0, t) · P (22.6)

(3) 系统波函数在自由能量本征函数展开：

ψc(r, t) =
∑
n

an(t)ψn(r) ⇒ ih̄ d
dtan(t) = Enan(t) +

∑
n

⟨m|Ĥc
I |n⟩ (22.7)

(4) 跃迁矩阵元：
T c
mn = ⟨m|Ĥc

I |n⟩ = ⟨m| − e

m
Ac(r0, t) · P |n⟩ (22.8)

3. 电场规范：
Λ(r, t) = −Ac(r0, t) · r (22.9)

Ae(r, t) = Ac(r0, t) +∇Λ(r, t) = 0, φe(r, t) = − ∂

∂t
Λ(r, t) = −r ·E(r0, t) (22.10)

(1) 系统演化：
ih̄ ∂
∂t
ψe(r, t) = Ĥeψe(r, t) (22.11)

Ĥe = Ĥ0 + Ĥe
I =

P 2

2m
+ V (r)− d ·E(r0, t) (22.12)

(2) 系统量子态在自由能量本征态展开：

ψc(r, t) =
∑
n

an(t)ψn(r) ⇒ ih̄ d
dtan(t) = Enan(t) +

∑
n

⟨m|Ĥe
I |n⟩ (22.13)

(3) 跃迁矩阵元：
T e
mn = ⟨m|Ĥe

I |n⟩ = ⟨m| − d ·E(r0, t)|n⟩ (22.14)

4. 两种规范的关系：
(1) 波函数的关系：

ψe(r, t) = e i
h̄ eΛ(r,t)ψc(r, t) = e− i

h̄ eAc(r0,t)·rψc(r, t) (22.15)

(2) 跃迁矩阵元的关系：
E(r0, t) = E0 cosωt, Ac(r0, t) =

E0

ω
sinωt (22.16)

T c
mn =

Em − En

h̄ω
T e
mn =

ωmn

ω
T e
mn (22.17)
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22.2 Rabi 振荡

1. 二能级原子的 Hamilton 量：

Ĥ0 = h̄ωe |e⟩ ⟨e|+ h̄ωg |g⟩ ⟨g| =
1

2
h̄(ωe + ωg)Î +

1

2
h̄ωegσ̂z → 1

2
h̄ωegσ̂z (22.18)

ĤI = −(|e⟩ ⟨e|+ |g⟩ ⟨g|)d(|e⟩ ⟨e|+ |g⟩ ⟨g|) ·E(t) = −(degσ̂+ + dgeσ̂−) ·E(t) (22.19)

2. 经典电场形式：
E(t) = E0 cosωt, Ωeg =

deg ·E0

h̄
, Ωge = Ω∗

eg (22.20)

ĤI = − h̄
2

(
Ωegσ̂+e−iωt +Ωgeσ̂−eiωt +Ωegσ̂+eiωt +Ωgeσ̂−e−iωt

)
(22.21)

22.2.1 概率幅方法

1. 以光场频率 ω 旋转的坐标系中的 Hamilton 量：

Ũ(t) = ei 12ωσ̂zt, ∆ = ωeg − ω (22.22)

H̃0 = ih̄dŨ
dt Ũ

† + ŨĤ0Ũ
† = −1

2
h̄ωσ̂z +

1

2
h̄ωegσ̂z =

1

2
h̄∆σ̂z (22.23)

H̃I = ŨĤIŨ
† = − h̄

2

(
Ωegσ̂+ +Ωgeσ̂− +Ωegσ̂+ei2ωt +Ωgeσ̂−e−i2ωt

)
(22.24)

H̃ =
1

2
h̄∆σ̂z +

1

2
h̄ΩR(eiϕσ̂+ + e−iϕσ̂−) (22.25)

2. 二能级原子的演化：
H̃ |ψ̃(t)⟩ = ih̄ ∂

∂t
|ψ̃(t)⟩ (22.26)

|ψ̃(t)⟩ = Ũ(t) |ψ(t)⟩ = Ce(t) |e⟩+ Cg(t) |g⟩ (22.27)

3. 系数演化方程： (
Ċe(t)

Ċg(t)

)
= − i

2

(
∆ −ΩReiϕ

−ΩRe−iϕ −∆

)(
Ce(t)

Cg(t)

)
(22.28)

4. 系数的形式解：

(
Ce(t)

Cg(t)

)
=

cos Ωt
2

− i∆
Ω

sin Ωt
2

iΩR

Ω
eiϕ sin Ωt

2

iΩR

Ω
e−iϕ sin Ωt

2
cos Ωt

2
+ i∆

Ω
sin Ωt

2

(Ce(0)

Cg(0)

)
(22.29)

ΩR = |Ωeg| = |Ωge|, Ω =
√
Ω2

R +∆2 (22.30)

5. 原子能级布居反转的演化：
Ce(0) = 1, Cg(0) = 0 (22.31)

W (t) = ⟨σ̂z⟩ = |Ce(t)|2 − |Cg(t)|2 =
∆2 −Ω2

R

Ω2
sin2

(
Ωt

2

)
+ cos2

(
Ωt

2

)
(22.32)

6. 共振时产生 Rabi 振荡：
W (t) = cosΩRt, ∆ = 0, Ω = ΩR (22.33)
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22.2.2 相互作用绘景方法

1. 相互作用绘景中的 Hamilton 量：
Ũ(t) = e i

h̄ Ĥ0t = ei 12 h̄ωegσ̂zt (22.34)

H̃I = ŨĤIŨ
† = − h̄

2

(
Ωegσ̂+ei∆t +Ωgeσ̂−e−i∆t +Ωegσ̂+ei(ωeg+ω)t +Ωgeσ̂−e−i(ωeg+ω)t

)
(22.35)

H̃I = −1

2
h̄ΩR(eiϕσ̂+ + e−iϕσ̂−), ∆ = 0 (22.36)

H̃2n
I (t) =

(
h̄ΩR

2

)2n

, H̃2n+1
I (t) = −

(
h̄ΩR

2

)2n+1 (
eiϕσ̂+ + e−iϕσ̂−

)
(22.37)

2. 二能级原子的演化：
|ψ̃(t)⟩ = Û(t, 0) |ψ̃(0)⟩ (22.38)

Û(t, 0) = Î +
1

ih̄

ˆ t

0

dt′H̃I(t
′) +

(
1

ih̄

)2 ˆ t

0

dt′
ˆ t′

t0

dt′′H̃I(t
′)H̃I(t

′′) + · · ·

= cos
(
ΩRt

2

)
+ i sin

(
ΩRt

2

)(
eiϕσ̂+ + e−iϕσ̂−

)
(22.39)

3. 二能级原子的演化：

|ψ̃(t)⟩ = Û(t, 0) |e⟩ = cos
(
ΩRt

2

)
|e⟩+ i sin

(
ΩRt

2

)
e−iϕ |g⟩ (22.40)

Ce(t) = cos
(
ΩRt

2

)
, Cg(t) = i sin

(
ΩRt

2

)
e−iϕ (22.41)

22.3 密度矩阵的演化

1. 密度矩阵的演化：
d
dt ρ̂ =

1

ih̄

[
H̃, ρ̂

]
(22.42)

d
dtρee = +

i
2
(ΩReiϕρeg −ΩRe−iϕρeg) (22.43)

d
dtρgg = − i

2
(ΩReiϕρeg −ΩRe−iϕρeg) (22.44)

d
dtρeg = −i∆ρeg − iΩRe−iϕ

2
(ρee − ρgg) (22.45)

2. Bloch 矢量：

ρ =
1

2
Î + ρegσ̂+ + ρgeσ̂− +

1

2
(ρee − ρgg)σ̂z =

1

2
(Î +R1σ̂x +R2σ̂y +R3σ̂z) (22.46)

R1 = ⟨σ̂x⟩ = tr(σ̂xρ) = ρeg + ρge (22.47)

R2 = ⟨σ̂y⟩ = tr(σ̂yρ) = iρeg − ρge (22.48)

R3 = ⟨σ̂z⟩ = tr(σ̂zρ) = ρee − ρgg (22.49)

3. 光学 Bloch 方程：
Ṙ = Q×R (22.50)

Q =
2

h̄


Re(H̃ge)

Im(H̃ge)
1

2
h̄∆

 =


−Ω cosϕ
Ω sinϕ
∆

 (22.51)

共振时：
R(t) = (0,− sinΩt, cosΩt), ∆ = 0, ϕ = 0 (22.52)
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22.4 耗散密度矩阵的演化

1. 耗散的唯象表示：
(1) 密度矩阵对角元的耗散速率：γe = γg = γ

(2) 密度矩阵非对角元的耗散速率：γeg = γ
2
+ γc

2. 耗散密度矩阵的演化：
d
dt ρ̂ =

1

ih̄

[
H̃, ρ̂

]
− 1

2

{
Γ, ρ̂

}
(22.53)

d
dtρee = −γρee +

i
2
(ΩReiϕρge −ΩRe−iϕρeg) (22.54)

d
dtρgg = −γρgg −

i
2
(ΩReiϕρge −ΩRe−iϕρeg) (22.55)

d
dtρeg = −(γeg + i∆)ρeg − iΩReiϕ

2
(ρee − ρgg) (22.56)

3. 耗散的光学 Bloch 方程：

Ṙ = −


R1γ

R2γ

(R3 + 1)γeg

+Q×R (22.57)

4. 稳态下的密度矩阵元：

ρee =
1

2

S

1 + S
, ρgg − ρee =

1

1 + S
, |ρeg|2 =

γ

4γeg

S

(1 + S)2
(22.58)

5. 饱和参数：
S =

|ΩR|2/(γγeg)
1 +∆2/γ2eg

∼ 1

∆2 + γ2eg
(22.59)

S0 =
|ΩR|2

γγeg
=

d2E2
0

h̄2γγeg
=

I

Is
, I =

1

2
ε0cE

2, Is =
1

2
ε0c

h̄2γγeg
d2

(22.60)

22.5 Maxwell-Schrodinger 方程

1. 单原子的密度矩阵：
ρ̂(z, t, t0) =

∑
αβ

ραβ(z, t, t0) |α⟩ ⟨β| , α, β ∈ {e, g} (22.61)

2. 原子系综的密度矩阵：

ρ̂(z, t) =
∑
α,β

ˆ t

−∞
dt0 ra(z, t0)ραβ(z, t, t0) |α⟩ ⟨β| (22.62)

3. 原子系综密度矩阵的演化：
d
dtρee = λe − γρee +

i
2
(ΩReiϕρge −ΩRe−iϕρeg) (22.63)

d
dtρgg = λg − γρgg −

i
2
(ΩReiϕρge −ΩRe−iϕρeg) (22.64)

d
dtρeg = −(γeg + i∆)ρeg − iΩReiϕ

2
(ρee − ρgg) (22.65)

λe = raρee(z, t0, t0), λg = raρgg(z, t0, t0) (22.66)

4. 光场的演化：
∇ ·D = 0, ∇×E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0, ∇×H = J − ∂D

∂t
(22.67)

D = ε0E + P , B = µ0H, J = σE (22.68)

∇× (∇×E) + µ0σ
∂E

∂t
+ µ0ε0

∂2E

∂t2
= −µ0

∂2P

∂t2
(22.69)
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5. 光场形式：
E(z, t) =

1

2
exE(z, t)e−i(ωt−kz+ϕ(z,t)) + c.c. (22.70)

P (z, t) =
1

2
exP(z, t)e−i(ωt−kz+ϕ(z,t)) + c.c. (22.71)

P(z, t) = 2degρege
i(ωt−kz+ϕ(z,t)) (22.72)

6. 慢变近似：
Ė ≪ ωE , ∂zE ≪ kE , ϕ̇≪ ω, ∂zϕ≪ k, Ṗ ≪ ωP, ∂zP ≪ kP (22.73)(

∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)(
− ∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
E = −µ0σ

∂E

∂t
− µ0

∂2P

∂t2
(22.74)(

− ∂

∂z
+

1

c

∂

∂t

)
E ≈ −2ik0E (22.75)

7. Maxwell-Schrodinger 方程：

∂E
∂z

+
1

c

∂E
∂t

= −κE − 1

2ε0
kIm(P), κ =

σ

2ε0c
(22.76)

∂ϕ

∂z
+

1

c

∂ϕ

∂t
= k − ω

c
− 1

2ε0
kE−1Re(P) (22.77)
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23 量子光场与原子相互作用

1. 调整相位的光场算符：
Ê(r) =

∑
k

ekEk(âk + â†k) (23.1)

2. 光场与原子相互作用系统的 Hamilton 量：

Ĥ =
∑
i

h̄ωi |i⟩ ⟨i|+
∑
k

h̄ωkâ
†
kâk + h̄

∑
k

∑
ij

gijk |i⟩ ⟨j| (âk + â†k), gijk = − 1

h̄
dij · Ekeσ (23.2)

3. 多模光场与二能级原子的 Hamilton 量：

Ĥ =
1

2
h̄ωegσ̂z +

∑
k

h̄ωkâ
†
kâk + h̄

∑
k

gk(σ̂+ + σ̂−)(âk + â†k) (23.3)

â(t) = âe−iωt, â†(t) = â†eiωt, σ̂−(t) = σ̂−e−iωegt, σ̂+(t) = σ̂+eiωegt (23.4)

σ̂+â ∼ ei(ωeg−ω)t, σ̂−â
† ∼ e−i(ωeg−ω)t, σ̂+â

† ∼ ei(ωeg+ω)t, σ̂−â ∼ e−i(ωeg+ω)t (23.5)

4. Rabi 模型：
ĤR =

1

2
h̄ωegσ̂z + h̄ωâ†â+ h̄g(σ̂+ + σ̂−)(â+ â†) (23.6)

5. Jaynes–Cummings 模型：

ĤJC =
1

2
h̄ωegσ̂z + h̄ωâ†â+ h̄g

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) (23.7)

6. Dicke 模型：

ĤD = h̄ωegĴz + h̄ωâ†â+
h̄g√
N

(
â+ â†

) (
Ĵ+ + Ĵ−

)
, Ĵz =

1

2

N∑
i=1

σi
z, Ĵ± =

N∑
i=1

σi
± (23.8)

7. Tavis-Cummings 模型：

ĤTC = h̄ωegĴz + h̄ωâ†â+ h̄g
(
âĴ+ + â†Ĵ−

)
, Ĵz =

1

2

N∑
i=1

σi
z, Ĵ± =

N∑
i=1

σi
± (23.9)

23.1 Jaynes-Cummings 模型

1. 单模光场与二能级原子的 Hamilton 量：

Ĥ =
1

2
h̄ωegσ̂z + h̄ωâ†â+ h̄g

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) (23.10)

2. 相互作用绘景下的 Hamilton 量：

H̃I = e i
h̄ Ĥ0tĤIe− i

h̄ Ĥ0t = h̄g
(
σ̂+âei∆t + σ̂−â

†e−i∆t
)

(23.11)

23.1.1 概率幅方法

1. 系统的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψ̃(t)⟩ = H̃I |ψ̃(t)⟩ (23.12)

|ψ̃(t)⟩ =
∑
n

(
Ce,n(t) |e, n⟩+ Cg,n+1(t) |g, n+ 1⟩

)
(23.13)

2. 系数演化方程：
Ċe,n(t) = −ig

√
n+ 1ei∆tCg,n+1(t) (23.14)

Ċg,n+1(t) = −ig
√
n+ 1e−i∆tCe,n(t) (23.15)
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3. 系数的形式解：

(
Ce,n(t)

Cg,n+1(t)

)
=

 cos Ωnt

2
− i ∆

Ωn

sin Ωnt

2
−2ig

√
n+ 1

Ωn

sin Ωnt

2
ei ∆t

2

−2ig
√
n+ 1

Ωn

sin Ωnt

2
e−i ∆t

2 cos Ωnt

2
+ i ∆

Ωn

sin Ωnt

2


(
Ce,n(0)

Cg,n+1(0)

)
(23.16)

Ω2
n = ∆2 + 4g2(n+ 1) (23.17)

4. 原子初始处于激发态 |e⟩：
Ce,n(0) = Cn(0), Cg,n+1(0) = 0 (23.18)

Ce,n(t) = Cn(0)

(
cos Ωnt

2
− i ∆

Ωn

sin Ωnt

2

)
ei∆t/2 (23.19)

Cg,n+1(t) = −Cn(0)
2ig

√
n+ 1

Ωn

sin Ωnt

2
e−i∆t/2 (23.20)

5. 光场具有 n 个光子概率的演化：

P (n) = ⟨n| ρ̂F (t) |n⟩ = |Ce,n(t)|2 + |Cg,n(t)|2

= |Cn(0)|2
[

cos2 Ωnt

2
+

(
∆

Ωn

)2

sin2 Ωnt

2

]
+ |Cn−1(0)|2

4g2n

Ω2
n−1

sin2 Ωn−1t

2
(23.21)

6. 原子能级布居反转的演化：

W (t) =
∑
n

(
|Ce,n(t)|2 − |Cg,n(t)|2

)
=
∑
n

|Cn(0)|2
(
∆2

Ω2
n

+
4g2(n+ 1)

Ω2
n

cosΩnt

)
(23.22)

7. 初始光场为相干态：
|Cn(0)|2 = |⟨α|n⟩|2 = ⟨n⟩n

n!
e−⟨n⟩ (23.23)

(1) Rabi 振荡周期：
tR ∼ 1

Ω⟨n⟩
=

1√
∆2 + 4g2⟨n⟩

(23.24)

(2) 崩塌时间：

tc ∼
1

Ω⟨n⟩+
√

⟨n⟩ −Ω⟨n⟩−
√

⟨n⟩
≈ 1

2g

√
1 +

∆2

4g2⟨n⟩
(23.25)

(3) 复原周期：

tr =
2πm

Ω⟨n⟩ − Ω⟨n⟩−1

≈
2πm

√
⟨n⟩

g

√
1 +

∆2

4g2⟨n⟩
(23.26)

8. 初始光场为真空态：
|Cn(0)|2 = δn0 (23.27)

W (t) =
1

∆2 + 4g2

[
∆2 + 4g2 cos

(√
∆2 + 4g2t

)]
∆=0−−−→ cos 2gt (23.28)

23.1.2 Heisenberg 绘景方法

1. Heidenberg 运动方程：

˙̂a = −iωâ− igσ̂− (23.29)
˙̂σ− = iωegσ̂− + igσ̂zâ (23.30)
˙̂σz = 2ig

(
â†σ̂− − σ̂−â

)
(23.31)
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23 量子光场与原子相互作用

2. 运动常数算符：
N̂ = â†â+ σ̂+σ̂− (23.32)

Ĉ =
1

2
∆σ̂z + g

(
σ̂+â+ â†σ̂−

)
(23.33)

[N̂ , Ĥ] = [Ĉ, Ĥ] = 0 (23.34)

Ĉ2 =
∆2

4
+ g2N̂ , gσ̂zâ = 2Ĉσ̂− +∆σ̂− − gâ (23.35)

3. 算符的形式解：

(
σ̂−(t)

â(t)

)
= e−iωteiĈt

cos κ̂t+ iĈ sin κ̂t
κ̂

−ig sin κ̂t
κ̂

−ig sin κ̂t
κ̂

cos κ̂t− iĈ sin κ̂t
κ̂

(σ̂−(0)
â(0)

)
(23.36)

κ̂2 =
∆2

4
+ g2(N̂ + 1) (23.37)

4. 原子能级布居反转的演化：

W (t) = ⟨ψ(0)|σ̂z(t)|ψ(0)⟩ = 2 ⟨ψ(0)|σ̂+(t)σ̂−(t)|ψ(0)⟩ − Î (23.38)

5. 偶极-偶极相关函数：
⟨ψ(0)|σ̂+(t)σ̂−(t+ τ)|ψ(0)⟩ = tr [σ̂+(t)σ̂−(t+ τ)ρ̂(0)] (23.39)

⟨e, α|σ̂+(t)σ̂−(t+ τ)|e, α⟩ = e−iωτ−|α|2
+∞∑
n=0

|α|2n

n!

1

4Ω2
n

(
cos Ωn−1τ

2
− i∆

2Ωn−1

sin Ωn−1τ

2

)
×
(
(Ωn +∆)

2
e−iΩnτ

2 + (Ωn −∆)
2
ei

Ωnτ
2 + 8g2(n+ 1) cos Ωn(τ + 2t)

2

)
(23.40)

23.1.3 相互作用绘景方法

1. 相互作用绘景中的 Hamilton 量：

H̃I = e i
h̄ Ĥ0tĤIe− i

h̄ Ĥ0t = h̄g
(
σ̂+â+ σ̂−â

†) , ∆ = 0 (23.41)(
σ̂+â+ σ̂−â

†)2l = (ââ†)l|e⟩⟨e|+ (â†â)l|g⟩⟨g| (23.42)(
σ̂+â+ σ̂−â

†)2l+1
= (ââ†)lâ|e⟩⟨g|+ â†(â†â)l|g⟩⟨e| (23.43)

2. 系统的演化：
|ψ̃(t)⟩ = Û(t, 0) |ψ̃(0)⟩ (23.44)

Û(t, 0) = P̂ exp
(

1

ih̄

ˆ t

0

dt′H̃I

)
= exp

(
− i
h̄
H̃It

)
= cos

(
gt
√
â†â+ 1

)
|e⟩⟨e|+ cos

(
gt
√
â†â
)
|g⟩⟨g|

− i
sin
(
gt
√
â†â+ 1

)
√
â†â+ 1

â|e⟩⟨g| − iâ†
sin
(
gt
√
â†â+ 1

)
√
â†â+ 1

|g⟩⟨e| (23.45)

3. 系统的演化：

|ψ̃(t)⟩ = Û(t, 0)
+∞∑
n=0

Cn(0)|e, n⟩ =
+∞∑
n=0

Cn(0)
[

cos
(
gt
√
n+ 1

)
|e, n⟩ − i sin

(
gt
√
n+ 1

)
|g, n+1⟩

]
(23.46)

Ce,n(t) = Cn(0) cos
(
gt
√
n+ 1

)
, Cg,n+1(t) = −iCn(0) sin

(
gt
√
n+ 1

)
(23.47)
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23.2 二能级原子自发辐射的 Weisskopf-Wigner 理论

1. 多模光场与二能级原子的 Hamilton 量：

Ĥ =
1

2
h̄ωegσ̂z +

∑
k

h̄ωkâ
†
kâk + h̄

∑
k

gk(σ̂+âk + σ̂−â
†
k) (23.48)

2. 相互作用绘景中的 Hamilton 量：

H̃I = e i
h̄ Ĥ0tĤIe− i

h̄ Ĥ0t = h̄
∑
k

(
g∗kσ̂+âkei(ωeg−ωk)t + h.c.

)
(23.49)

3. 系统的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψ̃(t)⟩ = H̃I |ψ̃(t)⟩ (23.50)

|ψ̃(t)⟩ = Ce(t) |e, 0⟩+
∑
k

Cg,k(t) |g, 1k⟩ (23.51)

Ce(0) = 1, Cg,k(0) = 0 (23.52)

4. 系数演化方程：
Ċe(t) = −i

∑
k

g∗ke
i(ωeg−ωk)tCg,k(t) (23.53)

Ċg,k(t) = −igke−i(ωeg−ωk)tCe(t) (23.54)

5. 系数的形式解：

Ċe(t) = −
∑
k

|gk|2
ˆ t

0

dt′ ei(ωeg−ωk)(t−t′)Ce(t
′), |gk|2 =

ωk

2h̄ε0V
|deg|2 cos2 θ

→ − 4|deg|2

(2π)26h̄ε0c3

ˆ +∞

0

dωk ω
3
k

ˆ t

0

dt′ ei(ωeg−ωk)(t−t′)Ce(t
′)

ωk=ωeg−−−−−→ −Γ
2
Ce(t) (23.55)

Ce(t) = e−Γt/2, Γ =
1

4πε0

4ω3|deg|2

3h̄c3
(23.56)

Cg,k(t) = −igk
ˆ t

0

dt′ e−i(ωeg−ωk)t
′
Ce(t

′) = gk

[
1− e−i(ωeg−ωk)t−Γt/2

(ωk − ωeg) + iΓ/2

]
(23.57)

6. 原子激发态的布居演化：
ρee(t) = |Ce(t)|2 = e−Γt (23.58)

7. 系统的演化：

|ψ(t)⟩ = e−Γt/2 |e, 0⟩+
∑
k

gk

[
1− ei(ωeg−ωk)t−Γt/2

(ωk − ωeg) + iΓ/2

]
|g, 1k⟩

t→+∞−−−−→ |g, γ0⟩ (23.59)

8. 远场光强：

⟨0|Ê+(r, t)|γ0⟩ =
√

h̄

2ε0V

∑
kk′

⟨0|
√
ωk′ âk′e−iωk′ t+ik′·rgk

1

(ωk − ωeg) + iΓ/2 |1k⟩ (23.60)

=

√
h̄

2ε0V

∑
k

√
ωkâke−iωkt+ik·rgk

1

(ωk − ωeg) + iΓ/2 (23.61)

≈ − ic
8π2ε0r

(
d× r

r

)
× r

r

ˆ +∞

0

dk k2 eikr − e−ikr

(ωk − ωeg) + iΓ/2e−iωkt (23.62)

=
ω2
eg

4π2ε0c2r

(
d× r

r

)
× r

r
Θ
(
t− r

c

)
e−i(ωeg−iΓ/2)(t−r/c) (23.63)

|E(r, t)|2 = ⟨γ0|Ê−(r, t)Ê+(r, t)|γ0⟩ =
∣∣∣⟨0|Ê+(r, t)|γ0⟩

∣∣∣2 = |E0|2

r2
Θ
(
t− r

c

)
e−Γ (t−r/c) (23.64)
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23.3 双光子级联

1. 多模光场与三能级原子的 Hamilton 量：

ĤI = h̄
∑
k

(
g∗h,kσ̂

(h)
+ âk + h.c.

)
+ h̄

∑
q

(
g∗e,qσ̂

(e)
+ âq + h.c.

)
(23.65)

2. 相互作用绘景中的 Hamilton 量：

H̃I = h̄
∑
k

(
g∗h,kσ̂

(h)
+ âkei(ωhe−ωk)t + h.c.

)
+ h̄

∑
q

(
g∗e,qσ̂

(e)
+ âqei(ωeg−ωq)t + h.c.

)
(23.66)

3. 系统的演化：
ih̄ ∂
∂t

|ψ̃(t)⟩ = H̃I |ψ̃(t)⟩ (23.67)

|ψ̃(t)⟩ = Ch(t) |h, 0, 0⟩+
∑
k

Ce,k(t) |e, 1k, 0⟩+
∑
kq

Cg,k,q |g, 1k, 1q⟩ (23.68)

Ch(0) = 1, Ce,k(0) = Cg,k,q(0) = 0 (23.69)

4. 系数演化方程：

Ċh(t) = −i
∑
k

g∗h,kCe,k(t)ei(ωhe−ωk)t (23.70)

Ċe,k(t) = −igh,kCh(t)e−i(ωhe−ωk)t − i
∑
q

g∗e,qCg,k,qei(ωeg−ωq)t (23.71)

Ċg,k,q(t) = −ige,qCe,k(t)e−i(ωeg−ωq)t (23.72)

Weisskopf-Wigner 理论给出：

Ċh(t) =− i
∑
k

g∗h,kCe,k(t)ei(ωhe−ωk)t = −Γh

2
Ch(t) (23.73)

− i
∑
q

g∗e,kCg,k,q(t)ei(ωeg−ωq)t = −Γe

2
Ce,k(t) (23.74)

简化为：

Ċh(t) = −Γh

2
Ch(t) (23.75)

Ċe,k(t) = −igh,ke−i(ωhe−ωk)t−Γht/2 − Γe

2
Ce,k(t) (23.76)

Ċg,k,q(t) = −ige,qCe,k(t)e−i(ωeg−ωq)t (23.77)

5. 系数的解：

Ce,k(t) = −igh,k
ei(ωk−ωhe)t−Γht/2 − e−Γet/2

i(ωk − ωhe)− (Γh − Γe)/2

t→+∞−−−−→ 0 (23.78)

Cg,k,q(+∞) =
−gh,kge,q

[i(ωk + ωq − ωhg)− Γh/2] [i(ωq − ωeg)− Γe/2]
(23.79)

6. 辐射光场态：
|γ, ϕ⟩ =

∑
kq

−gh,kge,q
[i(ωk + ωq − ωhg)− Γh/2] [i(ωq − ωeg)− Γe/2]

|1k, 1q⟩ (23.80)
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A 变分法

1. 试探波函数：
|ψ(λ)⟩ =

∑
n

cn |n⟩ (A.1)

2. 变分原理：
⟨H⟩ =

∑
n

En|cn|2 ⩾ Egs

∑
n

|cn|2 = Egs (A.2)

∂

∂λ
⟨H⟩ = 0 (A.3)

3. 氦原子基态：

Ĥ = − h̄2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

e2

4πε0

(
2

r1
+

2

r2
− 1

|r1 − r2|

)
(A.4)

ψ(r1, r2) =
Z3

πa3
e−Z(r!+r2)/a (A.5)

⟨H⟩ = (2Z2 − 4Z(Z − 2)− 5

4
Z)E1 = (−2Z2 +

27

4
Z)E1 (A.6)

∂

∂Z
⟨H⟩ = 0 ⇒ Z =

27

16
⇒ ⟨H⟩min =

1

2

(
3

2

)6

E1 = −77.5 eV (A.7)

4. 氢分子离子：

Ĥ = − h̄2

2m
∇2 − e2

4πε0

(
1

r
+

1

r′
− 1

R

)
(A.8)

ψ(r) = A(ψ0(r) + ψ0(r
′)), A =

1

2(1 + I)
, ψ0(r) =

1√
πa3

e− r
a (A.9)

⟨H⟩ =
(
1 + 2

D +X

1 + I
− 2

x

)
E1 (A.10)

I =

(
1 + x+

1

3
x3
)

e−x, D =
1

x
−
(
1 +

1

x

)
e−2x, X =

(
1 +

1

x

)
e−x, x =

R

a
(A.11)

5. 氢分子：

Ĥ = − h̄2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

e2

4πε0

(
1

r′1
+

1

r′1
+

1

r2
+

1

r′2
− 1

|r1 − r2|
− 1

R

)
(A.12)

ψ±(r1, r2) = A± (ψ0(r1)ψ0(r
′
2)± ψ0(r

′
1)ψ0(r2)) , ψ0(r) =

1√
πa3

e− r
a (A.13)

⟨H⟩± = 2

(
1− 1

x
+

2D −D2 ± (2IX −X2)

1± I2

)
E1 (A.14)
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B WKB 近似

B WKB 近似

1. 势场缓变： ∣∣∣∣ λ(x)

4π(E − V (x))

dV (x)

dx

∣∣∣∣≪ 1 ⇐⇒
∣∣∣∣ 1

k2(x)

dk(x)
dx

∣∣∣∣≪ 1 (B.1)

2. 波函数：

ψ(x) =

A(x)e±ik(x)x E > V (x)

A(x)e∓|k(x)|x E < V (x)
, k2(x) =

2m(E − V (x))

h̄2
(B.2)

转折点：E ≈ V (x) ⇒ λ(x) → ∞，WKB 近似不适用
3. 经典区域：

(1) Schrodinger 方程：

ψ′′ = − p
2

h̄2
ψ, p(x) =

√
2m(E − V (x)) > 0 (B.3)

ψ(x) = A(x)eiϕ(x) (B.4)

A′′ + 2iA′ϕ′ + iAϕ′′ −A(ϕ′)2 = − p
2

h̄2
A (B.5)

(2) 虚部：
2A′ϕ′ +Aϕ′′ = 0 ⇒ (A2ϕ′)′ = 0 ⇒ A =

C√
|ϕ′|

(B.6)

(3) 实部：忽略缓变的 A′′

A′′ −A(ϕ′)2 = − p
2

h̄2
A⇒ (ϕ′)2 − p2

h̄2
= 0 ⇒ ϕ(x) = ± 1

h̄

ˆ
p(x)dx (B.7)

(4) 波函数：
ψ(x) =

C√
p(x)

e i
h̄

´
p(x)dx +

D√
p(x)

e− i
h̄

´
p(x)dx (B.8)

4. 隧道效应：
(1) 当 x < 0 时：

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx (B.9)

(2) 当 x > a 时：
ψ(x) = F eikx (B.10)

(3) 当 0 < x < a 时：

ψ(x) =
C√
|p(x)|

e 1
h̄

´ x
0

|p(x′)|dx′
+

D√
|p(x)|

e− 1
h̄

´ x
0

|p(x′)|dx′ (B.11)

5. 连接公式：
(1) 经典区域和非经典区域的波函数：

ψ(x) =


1√
p(x)

[
Be i

h̄

´ 0
x
p(x′)dx′

+ Ce− i
h̄

´ 0
x
p(x′)dx′

]
x < 0

1√
|p(x)|

De− 1
h̄

´ x
0

|p(x′)|dx′
x > 0

(B.12)

(2) 原点邻域的线性势：
V (x) = E + V ′(0)x (B.13)

(3) 原点邻域的 Schrodinger 方程：

− h̄2

2m
ψp(x) + (E + V ′(0)x)ψp(x) = Eψp(x) (B.14)

d2ψp

dx2 = α3xψp, α =

[
2m

h̄2
V ′(0)

] 1
3

⇒ d2ψp

dz2 = zψp, z = αx (B.15)
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(4) 原点邻域的修补波函数：
ψp(x) = aAi(αx) + bBi(αx) (B.16)

p(x) =
√
−2mV ′(0)x = h̄α

3
2

√
−x (B.17)

(5) 第二交叠区： ˆ x

0

|p(x′)|dx′ = h̄α
3
2

ˆ x

0

√
x′dx′ = 2

3
h̄(αx)

3
2 (B.18)

ψ(x) =
D√
h̄α

3
4x

1
4

e− 2
3 (αx)

3/2 (B.19)

ψp(x) ≈
a

2
√
π(αx)

1
4

e− 2
3 (αx)

3/2

+
b

√
π(αx)

1
4

e 2
3 (αx)

3/2 (B.20)

ψ(x) ∼ ψp(x) ⇒ a =

√
4π

αh̄
D, b = 0 (B.21)

(6) 第一交叠区： ˆ 0

x

p(x′)dx′ = h̄α
3
2

ˆ 0

x

√
−x′dx′ = 2

3
h̄(−αx) 3

2 (B.22)

ψ(x) =
1√

h̄α
3
4 (−x) 1

4

[
Bei 23 (−αx)3/2 + Ce−i 23 (−αx)3/2

]
(B.23)

ψp(x) ≈
a

√
π(−αx) 1

4

sin
[
2

3
(−αx) 3

2 +
π

4

]
=

a
√
π(−αx) 1

4

1

2i

[
ei π4 ei 23 (−αx)3/2 − e−i π4 e−i 23 (−αx)3/2

]
(B.24)

ψ(x) ∼ ψp(x) ⇒
a

2i
√
π

ei π4 =
B√
h̄α

,
−a
2i
√
π

e−i π4 =
C√
h̄α

(B.25)

(7) 连接公式：
B = −iei π4D, C = ie−i π4D (B.26)

(8) 波函数：转折点为 x0

ψ(x) =


2D√
p(x)

sin
[
1

h̄

ˆ x0

0

p(x′)dx′ + π

4

]
x < x0

D√
|p(x)|

e−
1
h̄

´ x
x0

|p(x′)|dx′
x > x0

(B.27)
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C 量子相位算符

1. 相位算符：非幺正、非 Hermite

eiϕ̂ =
1√
ââ†

â, e−iϕ̂ = â†
1√
ââ†

(C.1)

eiϕ̂ =
+∞∑
n=0

|n⟩ ⟨n+ 1| , e−iϕ̂ =
+∞∑
n=0

|n+ 1⟩ ⟨n| (C.2)

eiϕ̂e−iϕ̂ = Î , e−iϕ̂eiϕ̂ = Î − |0⟩ ⟨0| , [eiϕ̂, e−iϕ̂] = 0 (C.3)

[n̂, eiϕ̂] = −eiϕ̂, [n̂, e−iϕ̂] = e−iϕ̂ (C.4)

2. 相位算符的本征态：

|ϕ⟩ = 1√
2π

+∞∑
n=0

einϕ |n⟩ , eiϕ̂ |ϕ⟩ = eiϕ |ϕ⟩ (C.5)

3. 正规化的相位算符：幺正、Hermite

eiϕ̂θ =
∑
k

eiθk |θk⟩ ⟨θk| , θk = θ0 +
2kπ

M + 1
, k = 0, 1, . . . ,M (C.6)

|θk⟩ =
1√

M + 1

M∑
n=0

einθk |n⟩ , |n⟩ = 1√
M + 1

M∑
k=0

e−inθk |θk⟩ (C.7)

4. 正规化相位算符的本征态：
eiϕ̂ |θk⟩ = eiθ |θk⟩ , ϕ̂θ =

∑
k

θk |θk⟩ ⟨θk| (C.8)

5. 相位分布函数：

W (θk) = | ⟨θk|ψ⟩ |2 =
1

M + 1

∣∣∣∣∣
M∑
n=0

cne−inθk

∣∣∣∣∣
2

=
1

2π

∣∣∣∣∣
M∑
n=0

cne−inθk

∣∣∣∣∣
2

2π

M + 1
(C.9)

M → ∞ ⇒
ˆ 2π

0

W (θ)dθ = 1

2π

ˆ 2π

0

∣∣∣∣∣
M∑
n=0

cne−inθ

∣∣∣∣∣
2

dθ = 1 (C.10)

6. 力学量的平均值：

⟨ψ|Ô(ϕ̂θ)|ψ⟩ =
ˆ 2π

0

O(θ)W (θ)dθ (C.11)
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D 局域实在论与量子力学的矛盾

1. Bell 不等式：
|P (a, b)− P (a, c)| ⩽ 1 + P (b, c) (D.1)

2. CHSH 不等式：
|P (a, b) + P (a′, b)− P (a, b′) + P (a′, b′)| ⩽ 2 (D.2)

3. GHZ 定理：
m1xm2ym3y = m1ym2xm3y = m1ym2ym3x = 1, m2

iα = 1 (D.3)

⇒ (m1xm2ym3y)(m1ym2xm3y)(m1ym2ym3x) = m1xm2xm3x = 1 (D.4)
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